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Przeplyw uogélnionych cieczy newtonowskich w kanale $limaka
ukladu uplastyczniajacego wyttaczarki

Streszczenie — Przedstawiono teoretyczng analize izotermicznych, ustalonych i w pelni rozwinietych
przeptywéw uogélnionych cieczy newtonowskich w kanale slimaka. Wykazano, zZe natezenie prze-
plywu mozna opisaé prostym wyrazeniem ogdlnym stusznym dla kazdej cieczy, przy czym parame-
try tego réwnania, ktére trzeba zwykle wyznaczaé¢ metodami numerycznymi, zaleza od rodzaju cie-
czy. Z tego wzgledu w odniesieniu do najwazniejszego w praktyce réwnania cieczy potegowej omoé-
wiono efektywne metody przyblizonego obliczania tych parametréw, co prowadzi do prostych réw-
nan wiazacych natezenie przeptywu zaréwno jedno-, jak i dwukierunkowego z parametrami roboczy-
mi procesu wyttaczania. Oméwiono takze mozliwosci zastosowania uzyskanych wynikéw do obli-
czen charakterystyk przeptywéw nieizotermicznych w kanatach zakrzywionych o malej szerokosci
wzglednej z uwzglednieniem przeptywu przeciekowego.

Stowa kluczowe: ukiad uplastyczniajacy wytlaczarki, przeptyw w kanale §limaka, uogélnione ciecze
newtonowskie, rownanie potegowe, analiza teoretyczna, parametry robocze, przyblizone obliczanie
natezenia przeplywu.

FLOW OF GENERALIZED NEWTONIAN LIQUIDS IN SCREW CHANNEL OF EXTRUDER PLAS-
TICATING SYSTEM

Summary — Theoretical analyses of isothermal, stationary and fully developed flows of generalized
Newtonian liquids in a screw channel are presented (Fig. 1) in the paper. It is shown that the flow rate
can be described by the simple general expression valid for every liquid. Parameters of this expression,
which usually should be determined by numerical methods, depend on the type of liquid. Because of
this, the effective methods of approximate calculations of these parameters are discussed for the most
important practically equation of power law liquid. They lead to the simple equations describing
connection of the rate of unidirectional or bidirectional flow and operation parameters of extrusion
process (Fig. 2 and 3). Possible applications of the obtained results in the calculations of characteristics
of non-isothermal flows in the curved channels of small relative widths and with existence of leakage
flows were discussed as well.

Key words: extruder plasticating system, screw channel flow, generalized Newtonian liquids, power
law equation, theoretical analysis, operation parameters, of approximate calculation of flow rate.

Powszechno$¢ wystepowania zjawiska przepltywéw
ciektych ukladéw polimerowych w réznych urzadze-
niach przetworczych i pomiarowych spowodowata, ze
stanowia one przedmiot wielu analiz teoretycznych
i dodwiadczalnych, co znalazto odbicie w postaci licz-
nych poswigconych tej tematyce artykuléw, monografii i
podrecznikéw. Do najbardziej znanych zbiorczych opra-
cowan zagranicznych naleza np. pozycje [1—8]. Sposrod
prac opublikowanych przez autoréw krajowych wymie-
ni¢ nalezy np. monografie lub podreczniki [9—11].

Wéréd réznych rodzajéw przeptywéw cieczy poli-
merowych bardzo wazna klase stanowia przepltywy w
kanale $limaka urzadzen stuzacych do przetwarzania
tworzyw polimerowych. Duze znaczenie teoretycznych
i doswiadczalnych prac nad modelowaniem takich prze-

plywéw (por. np. [12, 13]) wynika z faktu, ze uzyskane
adekwatne modele ulatwiaja projektowanie i optymali-
zacje ukladéw uplastyczniajacych wytlaczarek oraz
wtryskarek slimakowych, ktére sa najszerzej stosowany-
mi w praktyce maszynami przetwoérczymi.

Rozmaite aspekty opisu przeplywu w kanale §limaka,
uwzgledniajace nienewtonowskie wlasciwosci cieczy poli-
merowej, izotermiczno$¢ i wymiarowos¢ (liczbe sklado-
wych predkosci) przeplywu, wpltyw krzywizny i Scian
bocznych kanalu, istnienie przeptywu przeciekowego oraz
inne czynniki analizowano juz w duzej liczbie opracowan
zaréwno obcych [1, 3, 5, 8, 14, 15], jak i krajowych. Do tych
ostatnich naleza wspomniane juz pozycje [9—11], jak
réwniez artykuly [16—19], a takze wlasne prace autora,
np. cytowane w dalszej czesci tego artykutu.
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Celem niniejszej pracy jest wykazanie, ze w odniesie-  gdzie: V, oraz V, — skladowe predkosci cylindra,

niu do izotermicznego, rozwinietego i ustalonego prze- przy czym (w procesie wytlaczania)

plywu ci$nieniowo-wleczonego w kanale $limaka istnie- V,=nDN sin ¢ (3a)

je prosty wzor opisujacy natezenie przeptywu wzdtuz V,=nDN cos ¢ (3b)

osi kanatu, ktéry stuszny jest w przypadku jedno- lub  gdzie: D — srednica wewnetrzna cylindra, N — predkos¢

dwukierunkowych przeplywéw dowolnej uogdlnionej
cieczy newtonowskiej. Ponadto, zaproponowano sposéb
przyblizonego obliczania parametréw tego wzoru dla
waznego w praktyce rownania Ostwalda i deWaele
(réwnania potegowego), co umozliwia adekwatny opis
przeplywu bez stosowania metod numerycznych.
Wspomniano takze o mozliwosciach wykorzystania
otrzymanych wynikéw do opisu przeplywéw nieizoter-
micznych w kanatach o skoficzonej szerokosci badz za-
krzywionych przy uzyciu efektywnych sktadowych
predkosci i gradientu ci$nienia.

ZALOZENIE I ROZWIAZANIE OGOLNE

Zostanie rozpatrzony dwukierunkowy przeptyw
uogolnionej cieczy newtonowskiej o réwnaniu konsty-
tutywnym:

T = 2UY @
gdzie: T; oraz Y j — odpowiednio skladowe tensora napreze-
nia 1 szybkosci odksztafcenia, w — lepkos¢ stanowigca okres-
long funkcje drugiego niezmiennika jednego lub obu tensoréw.

Dla waznego w praktyce réwnania konstytutywnego
cieczy potegowej zaleznos$¢ lepkosci od drugiego nie-
zmiennika tensora szybkosci odksztalcenia okresla
wz0r:

n-1
2 (1a)

u(uy):m‘%nY

gdzie: m oraz n — state materiatowe réwnania potegowego.
Przy zalozeniu, ze przeplyw jest ustalony, w pelni
rozwiniety i izotermiczny oraz zaniedbaniu sit bezwlad-
nosci i grawitacji a takze przyjeciu modelu kanatu plas-
kiego o matej wysokosci H w poréwnaniu z jego szero-
koScia W (rys. 1), skladowe gradientu cisnienia w kanale
0P/0x oraz 0P/dz staja sie¢ stale, natomiast skltadowe
predkosci vy i v, zaleza jedynie od potozenia y, przy
czym spelnione sa nastepujace warunki brzegowe:

0(0)=0 i v(H) =V,
0,0 =0 i v(H) =V,

(2a)
(2b)

I < W >
yA Zk
7—— 0 >

Rys. 1. Geometryczna i kinematyczna charakterystyka prze-

plywu
Fig. 1. Geometric and kinematic characteristics of flow

obrotowa Slimaka, @ — $redni kqt wzniosu linii Srubowej $li-
maka.

Scatkowane skladowe x oraz z réwnania ruchu dla
uogodlnionej cieczy newtonowskiej z uwzglednieniem
przyjetych zalozen przybieraja postac:

Ny _L10P(y
By~ w oW (42)
Ny 1Py
5wV (4b)

W réwnaniach (4a) i (4b) wartosci y, oraz y, sa odpo-
wiednio zdefiniowanymi stalymi catlkowania, ktérych
sens fizyczny jasno wynika ze struktury tych réwnan.
Warunek y = y, lub y = y, okreéla bowiem zerowanie si¢
odpowiednich pochodnych predkosci, co jest réwno-
cze$nie warunkiem koniecznym istnienia maksimum
skltadowych predkosci. Tym samym state te okreslaja po-
lozenie teoretycznych maksiméw obu skladowych pred-
kosci, ktére w og6lnym przypadku moga leze¢ poza ob-
szarem kanatu 0 < y < H. Na przyklad, dla czystego
przeplywu wleczonego o liniowym profilu predkosci y;
= too,

W odniesieniu do dowolnych wartosci lepkosci p —
z wyjatkiem cieczy newtonowskiej (U = const) — funkcje
(4a) i (4b) sa zwykle niecatkowalne, tzn. sktadowe pred-
kosci v, i v, spelniajace warunki brzegowe (2a) i (2b) nie
wyrazaja si¢ za pomoca funkcji elementarnych i mozna
je wyznaczy¢ jedynie na drodze numerycznej. Dlatego
tez nie mozna analitycznie wyznaczy¢ jednostkowych
natezen przeptywu g, oraz q, w kierunku prostopadtym
i rownolegtym do osi kanatu, okreslanych odpowiednio
wyrazeniami:

H
A = [vdy =0 (59)
0
H
a, = [vady (5b)

0

Zerowa warto$¢ natezenia przeplywu w kierunku x
prostopadlym do osi kanatu wynika z istnienia jego
Scian bocznych, ktére powoduja, ze przeplyw w tym
kierunku moze mie¢ charakter wylacznie cyrkulacyjny,
tzn. przeptyw wleczony wywolany sktadowa predkosci
cylindra V. > 0 jest calkowicie rtwnowazony przeciwnie
skierowanym przeplywem ci$nieniowym o skladowej
gradientu ci$nienia 0P/0dx > 0.

Uklad réwnan (2)—(5), mimo ze zostal sformutowa-
ny ponad 40 lat temu [20], przez prawie 30 lat uchodzit
za nierozwiazalny na drodze analitycznej dla cieczy nie-
newtonowskich. Istnienie rozwiazania analitycznego
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dla cieczy potegowej udalo sie wykazaé w pracy [19], a
nastepnie — dla cieczy Ellisa — w pracy [22]. W obu
przypadkach natezenie przeptywu wzdluz osi kanatu g,
wyraza sie takim samym wzorem. Ponizej zostanie po-
kazane, ze otrzymany w obu tych pracach wzdér opisuje
zachowanie dowolnej uogoélnionej cieczy newtonow-
skiej i to nie tylko dla przeplywu dwukierunkowego,
lecz takze w przypadku przeplywu jednokierunkowego
(wzdluz osi kanatu) jako przypadku granicznego dla V,
— 0.

Blizsza analiza wskazuje, ze omawiany problem
mozna sformutowaé w nieco inny, lecz réwnowazny
sposéb. Uwzgledniajac warunki brzegowe (2a) i (2b)
przy zalozeniu, ze skladowe predkosci v, oraz v, przed-
stawiaja gladkie (tzn. ciagle i r6zniczkowalne) funkcje,
mozna napisa¢ dwie oczywiste réownosci, ktére stanowia
catkowa posta¢ warunkéw brzegowych:

ovy B B
Tydy_VX(H) vy (0)=Vy (63)

dy =v,(H)-v,(0)=V, (6b)

O——TI O*—T
QO

Nz
oy

Ponadto, wyrazenia (5a) i (5b) mozna scatkowac
przez czesci takze z uzyciem warunkéw brzegowych
(2a) i (2b), co prowadzi do zaleznosci:

Hov

[S2 vy = Hv, (73)
ay

0

av

yZ ydy = HV, —q, (7b)

Po wprowadzeniu rOéwnan (4a) i (4b) do wzordéw (6a),
(6b), (7a) i (7b) otrzymuje sie:

jlap(y Y3 dy =V, (8a)

0

H1op

f (y y)dy=V, (8b)
H1op

j (y ¥y) ydy = HV,, (8c)
H10p
f = (Y=Y ydy = HV; - q; 8d)
0

Tak wtadnie formutujac problem, tatwo mozna
stwierdzi¢, ze lewe strony réwnan (8a—d) spelniaja nas-
tepujaca kombinacje liniowa:

oP oP oP oP
8a) — Yy, —(8b)— y, — (8c) — + (8d)— =0
(82) =¥z = (8D) =~ ¥x — (80)——+ (8d) = &)

Podobna kombinacje musza spelniaé takze prawe
strony réwnan (8a—d). Prowadzi to do zaskakujaco
prostego wyrazenia na natezenie przeplywu:
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oP/oz
_(H_yx)vz_( - z) X3P/ ox (10)

Poniewaz wzor (10) zostal uzyskany bez jakiegokol-
wiek zalozenia odnosnie do postaci lepkosci W, tzn. do
szczegolowej postaci réwnania konstytutywnego uogol-
nionej cieczy newtonowskiej, jest on stuszny dla kazdej
uogoblnionej cieczy newtonowskiej. Od réwnania kons-
tytutywnego zaleza jedynie konkretne wartosci yy, v,
oraz 0P/dx (przy znanych wartosciach V,, V, i 0P/0z).
Réwnanie (10) jest wiec najbardziej ogélnym réwnaniem
opisujacym natezenie przeptywu dwukierunkowego a
takze przeplywu jednokierunkowego (jako przypadku
granicznego dla V, — 0) dowolnych uogdélnionych cie-
czy newtonowskich. Dla przeptywu jednokierunkowe-
go we wzorach (8a—d) nalezy przyjac:

V,=0 oraz dP/dx=0, lecz V,/(OP/dx)=0  (11)

ROZWIAZANIE DLA ROWNANIA POTEGOWEGO

Ponizej zostanie szczegélowo przeanalizowany wa-
riant, gdy lepko$¢ w réwnaniach (8a—d) jest opisywana
réwnaniem potegowym (la), ktére dla przeptywu dwu-
kierunkowego sprowadza si¢ do wyrazenia:

1-n

1=mi[(apj (y-y i+ [jf(y—yﬂm 1)

u

Dalsze rozumowanie najtatwiej w sposob przejrzysty
prowadzié¢ stosujac nastepujace wielko$ci bezwymia-
rowe:

=Y
n=4 (134)
Nx = % (13b)
n, = % (13¢)
9P, P (13d)
ox 0z
1
P H P (13e)
V=H ( 0z j Sgn(azJ
Uy = \\//—X (13f)
\
u,= Vz (139)
Q= HV (13h)
Stad réwnania (8a—d) i (10) przybieraja postac:
1-n
f(n nx)[(n )+ 220 - nx)] Z"dn—f (149)
1-n
f(n n)[0-n.)? + 20 Man=u,  ab)
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1 n
jn(n—nx)[(n—nz)z +1? (n—nx)z] 20 dn = UTX (140)
0

1 Ln
[n@-n)[6-1)+x2@-n)] 2 en=U,-Q (4q)
0

Q:(l—nx)uz—(l—nz)%x (14e)

Réwnanie (14e) stanowi uzyskany wczesniej bezwy-
miarowy odpowiednik réwnania (14d). Jak wspomnia-
no, uktad réwnan (14a—c) i (14e) opisuje przeplyw
dwukierunkowy oraz — jako graniczny przypadek —
przeplyw jednokierunkowy, kiedy to zgodnie z réwna-
niem (11) nalezy przyjac:

U,=0 oraz =0 lecz U,/x#0 (15)

Uklad réwnan (14a—c) mozna w ogdlnym przypad-
ku jedynie czeSciowo scatkowac otrzymujac nastepujace
rozwigzanie [11, 22]:

1 n
(nz_nx)_[[(n_nz)z"'xz(n_nx)z} zndn:UTX_UZ (168.)
0

n+1 n+1
i ni1 i1
— {@—nz)z +x2(1—nx)2] 2n —{n% +x2n§] 20 |=U, + Uy

n+1
(16b)

1+n

o 2n+1
%%"’inﬂ 2n:|:(1_nz)_ nr (l_nx):|uz+

n
2n+1 U
o en)s B[22

(16c)

Catke w réwnaniu (16a) mozna obliczy¢ jedynie w
odniesieniu do niektérych wartosci stalej 7.

Przeplyw jednokierunkowy

W przypadku przeplywu jednokierunkowego, uw-
zgledniajac warunek (15), wzér (16a) gdy x = 0 mozna
jednak scatkowac dla dowolnych wartosci n oraz z pod-
ukladu réwnan (16a) i (16¢) okresli¢ wartosci 1, a takze
U, /7y, wzgledem ktérych podukiad ten jest liniowy. Po
dtuzszych, dos¢ zmudnych obliczeniach i podstawieniu
do réwnania (14e) otrzymuje sie nastepujacy wzér na
natezenie przeplywu jednokierunkowego:

n n+l
Q=2n+l|:(l—7]z)Uz—Y]Z n } (17a)

Wystepujacy w réwnaniu (17a) parametr 1, mozna
wyznaczy¢ z réwnania (16b), ktére dla x = 0 (U, = 0)
przybiera postac:

n LE
—|-ng[ 0 =g ™ |=U, (17b)

n+1

Wyrazenie (17a) mozna tez oczywiScie uzyskac
w wyniku bezposredniego scalkowania réwnania (14d)

dla x = 0, gdyz wraz z réwnaniem (14b) stanowi ono
bezposrednie sformutowanie problemu dla przeptywu
jednokierunkowego. Wzory (17a) i (17b) mozna tez
uzyska¢ jako szczegélne przypadki dwuwymiarowego
przeplywu ci$nieniowo-wleczonego cieczy Ellisa lub
cieczy potegowej w szczelinie [23, 24]. Tego rodzaju
przeptyw, w ktérym réwnanie (14c) nie jest spetnione
(istnieje bowiem przeplyw ,netto” w warunkach zero-
wego gradientu cisnienia w kierunku x), jest opisany
réownaniami (14a, b, d), w ktérych:

U,#0 oraz =0 lecz m,- x#0 (18)

Poniewaz przeplyw taki wystepuje w szczelinie
pierscieniowej pomiedzy wspétosiowymi cylindrami,
z ktérych jeden wykonuje ruch obrotowy przy istnieniu
wzdluznego gradientu ci$nienia, nie nalezy on do grupy
typowych przeplywoéw slimakowych.

Dla dowolnych wartoéci wykladnika n parametr n,
mozna obliczy¢ z réwnania (17b) tylko metodami nume-
rycznymi. Przyblizone obliczenia analityczne sa mozli-
we jedynie w dwoéch granicznych przypadkach, tj. kiedy
przeplyw ci$nieniowy dominuje nad przeptywem wle-
czonym badz tez odwrotnie. Z definicji wielkosci U da-
nej wzorami (13e) i (13g) wynika, Ze jest ona okreslona
stosunkiem dwdch predkosci, z ktérych jedna (w liczni-
ku) okresla intensywnos¢ przepltywu wleczonego, a dru-
ga (w mianowniku) — intensywno$¢ przeptywu ci$nie-
niowego. Czystemu przeplywowi wleczonemu odpo-
wiada U, = e, natomiast czystemu przeptywowi ciénie-
niowemu U, = 0. W tym ostatnim przypadku z réwna-
nia (17b) wynika bezposrednio wartos¢ n, = 1/2.

Stosujac metode szeregéw potegowych mozna obli-
czy¢ ze wzoru (17b) przyblizone wartosci n, dla matych
badz duzych wartosci U, (tj. matych wartosci 1/U,). Po
ich wprowadzeniu do wzoru (17a) (w ktérym wyraz
In. | D/ nalezy takze rozwina¢ w szereg potegowy
w przypadku matych lub duzych U,) mozna otrzymac
dwa wyrazenia asymptotyczne, ktére po przejsciu do
zmiennych wymiarowych przybieraja ostateczna pos-
tac:

— gdy przeptyw ci$nieniowy dominuje nad przepty-
wem wleczonym (mata wartosé U,)

1
H g P
2m % 0z

— gdy przepltyw wleczony dominuje nad przepty-
wem ci$nieniowym (duza wartosé¢ U,)

oP

2
1 nH ( » (18a)
V4

=ZHV, - ———
=5V 2(2n+1)

1 n+1 H3(V2T_naP

lpy, ol HEfVe 0P 18b
Gz =5V 8n(2n+1) m | H 0z (18b)

Dla n = 1 oba wyrazenia, zgodnie z oczekiwaniem,
redukuja sie do powszechnie znanego réwnania charak-
terystyki przeplywu cieczy newtonowskiej. Jak wiado-
mo [10, 11, 14] charakterystyka takiego przeptywu nie
zalezy ani od jego wymiarowosci (gdyz przepltywy
wzdluzny i poprzeczny sa niezalezne), ani od wzglednej
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intensywnosci przeplywoéw ci$nieniowego i wleczo-
nego.

Réwnanie (18a) stanowi prosta superpozycje prze-
plywu ci$nieniowego i wleczonego cieczy potegowej i
jest dos¢ czesto uzywane do modelowania przeplywu.
Wydaje sie jednak, ze zastosowanie tego rownania nie
moze by¢ w pelni uzasadnione w $wietle przedstawio-
nych powyzej wynikéw teoretycznych. W przypadku
realnego przeplywu cieczy w kanale §limaka, przeptyw
wleczony ma charakter podstawowy, a przeplyw cisnie-
niowy jest jedynie jego konsekwencja. Dlatego tez powi-
nien on mie¢ istotne znaczenie jedynie w warunkach
gwaltownych zmian przekroju kanalu (np. w strefach
$limaka o duzym sprezaniu na matej dtugosci). Wobec
dominujacej roli przepltywu wleczonego w wiekszosci
przeplywoéw slimakowych, wydaje sig, ze do adekwat-
nego opisu przeplywu cieczy nienewtonowskich bar-
dziej uzasadnione teoretycznie jest zastosowanie wzoru
(18b). Ze wzoru tego wynika, ze przeplyw ci$nieniowy
jest proporcjonalny do gradientu ci$nienia i zalezy do-
datkowo od intensywnosci (predkosci) przeptywu wle-
czonego. Zachowanie takie bylo rzeczywiscie obserwo-
wane w doswiadczeniach [14].

1,5
4
AN
10— 5
0,5

0,0

N
NN

-6 -4 -2 0 2 4 6
bezwymiarowy gradient ci$nienia, x

bezwymiarowe natgzenie przeptywu
q.2q,

Rys. 2. Poréwnanie rozwiqzania doktadnego [wg réwnanti
(17a) i (17b)] oraz przyblizonego [wg réwnania (18b)] dia
réznych wartoscin w przypadku przeptywu jednokierunkowe-
go cieczy potegowej: 1 —n = 1 (ciecz newtonowska), 2 —n =
0,5 (rozwigzanie doktadne), 3 — n = 0,5 (rozwigzanie przybli-
zone), 4 — n = 0,25 (rozwigzanie doktadne), 5 — n = 0,25
(rozwigzanie przybliZzone)

Fig. 2. Comparison of the solutions: exact one [according to
equation (17a) and (17b)] and approximate one [according to
equation (18b], for various n values, for unidirectional flow of
power law liquid: 1 — n = 1 (Newtonian liquid),2 —n = 0.5
(exact solution), 3 —n = 0.5 (approximate solution), 4 —n =
0.25 (exact solution), 5—n = 0.25 (approximate solution)

Rysunek 2 ilustruje poré6wnanie dokladnej charakte-
rystyki przeplywu wg réwnan (17a) i (17b) z charakte-
rystyka przyblizona wg réwnania (18b), przy czym, dla
poréwnania, charakterystyki te przedstawiono w jedno-
litym zapisie jako zaleznoé¢ wzglednego natezenia prze-
plywu od bezwymiarowego gradientu ci$nienia:

POLIMERY 2009, 54, nr 4
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n tno o Ln 1
M[l_nz Mg " J=x n sgn x (199)
9z 1 n+1 20)

200 2 8n(2n+1)x

gdzie: qp — natezenie przeplywu wleczonego, x — bezwy-
miarowy gradient cisnienia.
Warto$¢ qp jest okreSlona wyrazeniem:

1
4 =3 HV, (21a)
a warto$¢ x rOwnaniem:
V n
x=|-— sonV =|U,| "sgnu, (21b)
z

Z rysunku 2 wynikaja, jak mozna byto zreszta oczeki-
waé, widoczne rozbieznosci pomiedzy rozwiazaniem
dokladnym i przyblizonym (krzywe 213 oraz 4 i 5) wys-
tepujace w obszarze wiekszych wartosci parametru x,
tzn. duzej wzglednej intensywnosci przeplywu cisnie-
niowego. Potwierdza to poprzednie stwierdzenie, ze
bardzo proste réwnanie (20) badz jego wymiarowy od-
powiednik (18b), ktére umozliwiaja latwe obliczanie
wartosci gradientu ci$nienia przy znanym natezeniu
przeptywu, mozna stosowaé, praktycznie biorac, w ca-
lym najbardziej istotnym zakresie zmian wzglednej in-
tensywnoéci przeplywu ci$nieniowego i wleczonego.
Dotyczy to takze obliczefi charakterystyk przeptywu
w kanale o skoniczonej szerokosci, jesli zastosuje sie kon-
cepcje tzw. efektywnego gradientu ci$nienia i efektyw-
nej predkosci éciany [22, 25]. Polega ona na zastapieniu
wielko$ci V; i dP/0dz wystepujacych bezposrednio lub
posrednio we wzorze (21b), przy czym dP/0dz i V wiaze
réwnanie (13e), wielko$ciami efektywnymi okreslonymi

jako:
() -*,
0z |4 0z

(V) & = VFp

(229)
(22b)

gdzie: Fp i Fp — wspétczynniki ksztattu w przypadku prze-
plywu, odpowiednio, ciSnieniowego i wleczonego cieczy new-
tonowskiej w kanale o skoticzonej szerokosci (pordwnywalnej
z wysokoscig) [9—11, 14], uwzgledniajgce hamujqcy wplyw
$cian bocznych na obydwa wspomniane typy przepltywu.
Wielkosci efektywne w kierunku z réwnolegtym do
osi kanatlu mozna takze stosowaé we wszystkich innych
wzorach podanych wczedniej. Nalezy tez doda¢, ze
wspolczynniki ksztattu w kierunku x prostopadlym do
osi kanalu sa réwne jednosci, gdyz szerokoé¢ kanatu
w tym kierunku jest réwna w rzeczywistosci jego diu-
gosci, ktdéra z zalozenia jest bardzo duza. Przy uzyciu
wielkosci efektywnych wszystkie wyrazenia uzyskane
dla n = 1 opisuja przeplyw cieczy newtonowskiej w ka-
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nale o skoficzonej szerokosci. Stosujac wielkosci efek-
tywne mozna takze uwzgledni¢ wpltyw innych czynni-
koéw, np. krzywizny kanatu lub przeptywu przecieko-
wego, dzieki wprowadzeniu dalszych wspoélczynnikéw
korekcyjnych obliczanych tak jak dla cieczy newtonow-
skiej [14].

Z rysunku 2 wynika tez, ze w odniesieniu do prze-
plywu jednokierunkowego krzywe odpowiadajace réz-
nym warto$ciom 1 przecinaja sie w punkcie o wspoét-
rzednych x = 0 (zerowy gradient ci$nienia) oraz q,/2qp =
1/2 (przeplyw catkowity réwny przeplywowi wleczo-
nemuy).

Przeptyw dwukierunkowy

Numeryczne obliczenia charakterystyki przepltywu
dwukierunkowego opisanego wzorami (14e) oraz
(16a—c), wskazuja takze na istnienie wspélnego punktu
przeciecia krzywych dla réznych wartosci n, ktéremu
jednak odpowiada pewna warto$¢ x < 0 [21, 22]. Stad dla
x = 0 cieczom pseudoplastycznym odpowiada wartos¢
9./2q9p < 1/2, natomiast cieczy newtonowskiej (n = 1) —
warto$¢ q,/2qp =1/2.

Przyktad charakterystyki przeptywu dwukierunko-
wego w przypadku typowego Slimaka o skoku zwoju
réwnym $rednicy (¢ = 17,7°) przedstawia rys. 3. Nalezy
dodaé, ze ze wzrostem kata wzniosu linii Srubowej ¢

2 1,5 -
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Q \\ S
o ~ N
a 1’0 : ~ \. —
~ ~_ \‘ -l
.2 "
=] R
L a 0,5 \
L T
< o~
S s R
z 00 RN
g \ .
R=| 97249,
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8 bezwymiarowy gradient cis$nienia, x

Rys. 3. Charakterystyka przeplywu dwukierunkowego cieczy
potegowej w przypadku slimaka o skoku zwoju réwnym Sred-
nicy (p=17,7°):1—n=1,2—n=0,53—n=025

Fig. 3. Characteristics of two-directional flow of power law
liguid in a case of square-pith screw (¢ =17.7°):1—n=1,2
—n=053—n=025

wspdlny punkt przeciecia krzywych dla réznych war-
tosci n przesuwa sie wzdluz odnoszacej sie do cieczy
newtonowskiej prostej n = 1 w kierunku coraz mniej-
szych wartosci x. Dla ¢ = 0, tj. przeptywu jednokierun-
kowego, krzywe przecinaja si¢ w punkcie x = 0, co
przedstawia rys. 2.

Ponizej zostanie przedstawione przyblizone rozwia-
zanie dotyczace przeptywu dwukierunkowego dla istot-

niejszego w praktyce przypadku malych wartosci U,,
tzn. kiedy przeplyw wleczony dominuje nad przepty-
wem ci$nieniowym. Sprowadza si¢ ono do wyznaczenia
warto$ci parametréow my, M, i U,/%, wystepujacych we
wzorze (14e). Pierwsze przyblizenie odnoszace sie do
tych parametréw mozna otrzymac zastepujac czton po-
tegowy w catkach (14a—c) wartoscia $rednia obliczona
dla srodka przedzialu catkowania, tj. dlan = 1/2. Wyko-
nujac catkowanie tak jak dla cieczy newtonowskiej
otrzymuje sie:

. 1 U,
X~ 5 1
, " (233)
x|Ux+Uz| 2
n BT S
2 -n (23h)
(uf+u§)2
U, 1 o
7x:f(U§+U22) 2 (23¢)
X 6

We wzorach (23a—c) uwzgledniano dodatkowa za-
leznos¢ wynikajaca z zastosowanej metody przyblizone-
go rozwiazania uktadu (14a—c):

IC R G = £
J Mz‘“] sy ] man-{oteui] 2 e
0

Podstawiajac (23c) do (23a) otrzymuje sie takze 1, =
1/3.Dlan =1 réwnania (23a—c) stanowia dokladne roz-
wiazanie dotyczace cieczy newtonowskiej.

Uwzgledniajac zaleznosci (13h) i (21a), réwnanie
(14e) mozna zapisa¢ w nastepujacej, dogodniejszej do
dalszych obliczeni postaci:

U _
qizz(l_nx)_(l_nz)TXUzl (25)

20p

Dla n # 1 wartosci 1, oraz U,/ obliczone ze wzoréw
(23a) i (23¢) sa jednak zbyt mato dokladne, aby uzyskac
dobra zgodnos¢ wartosci wynikajacych ze wzoru (25)
z obliczeniami numerycznymi. Dostatecznie dokladna
warto$¢ U,/y mozna obliczy¢ z réwnania (16¢c), w kto-
rym wcze$niej w miejsce statych n,, 1, i x nalezy podsta-
wi¢ odpowiednie dane z réwnan (23a—c). Réwnanie
(16¢) umozliwia réwniez obliczenie nowej, dokladniej-
szej wartosci M, przy czym do obliczer niezbedne sa
wartodci U,/ 1 U, - x. Wartos¢ U,/ nalezy wyznaczy¢
z réwnania (16a) wyrazajac calke przyblizonym réwna-
niem (24), natomiast warto$¢ U, - ( wyznacza sie z row-
nania (16b).

Uwzgledniajac dodatkowo oczywista rownos$¢ wyni-
kajaca ze wzoréw (3a), (3b), (13f) i (13g):

U, = U, tan ¢ (25a)
oraz wprowadzajac oznaczenie
-n
a= (1+ tanch)7 (25b)

rownanie (25) po dluzszych przeksztalceniach mozna
zapisa¢ w postaci:
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20p 2
gdzie
1n
2 2n
a 1ax—l +4tan2(p a2 + 2n+1ax—l 1ax+1
2 2n 2
A=
6tan? +2n+1 2x2
" on (262)
oraz
2 1+n
aﬂ[;ax—lj +4tan2(p]a‘ ; 2n NE2 (1+tan (p)
B=
2n+1
36tan’ o+ ——a’x? (26b)

gdzie: x — zmienna (bezwymiarowy gradient ciSnienia) zde-
finiowana réwnaniem (21b).

Ponadto widag, ze natezenie przeplywu dwukierun-
kowego jest jednoznaczna funkcja tan’@, tzn. zalezy od
kata wzniosu linii §rubowej §limaka. W przypadku
przeplywu jednokierunkowego nalezy przyjacé tan?Q =
0. Wéwczas w obszarze malych wartosci x (zaniedbujac
wyrazy stopnia wyzszego niz drugi) réwnanie (26) re-
dukuje sie do postaci (20). Dla n = 1 wzér (26) przybiera
zgodnie z oczekiwaniem postac rownama przepltywu
cieczy newtonowskiej takze gdy tan’@ # 0.

Z prostego poréwnania zaleznosci (26) i (20) wynika,
ze przyblizony opis przeptywu dwukierunkowego jest
o wiele bardziej zlozony niz przeptywu jednokierunko-
wego. Przeplyw poprzeczny, ogélnie biorac, zmniejsza
natezenie przeplywu wzdluznego cieczy nienewtonow-
skiej. W przypadku typowego kata wzniosu linii rubo-
wej ¢ = 17,7° i typowych dla wielu polimeréw wartosci
wykladnika potegowego n = 0,4—0,6 zmniejszenie to,
ktoérego miara moze by¢ np. potozenie punktu przeciecia
krzywej dla danej wartosci wykladnika n z prosta x = 0,
jest stosunkowo niewielkie. Wskazuja na to zaréwno
wyniki obliczefi uwidocznione na rys. 3, jak i obliczenia
wykonane w pracy [21] dotyczace jeszcze innych war-
tosci wykladnika réwnania potegowego n. Przyjmujac
we wzorze (27) x = 0 otrzymuje sie, na przyklad, dlan =
0,5 i slimaka o skoku zwoju réwnym $rednicy (¢ = 17,7°)
zblizona do dokladnych obliczeri numerycznych war-
tos¢ q/2gp = 0,454 zamiast 0,5. Oznacza to, ze w typo-
wych warunkach przeplyw poprzeczny jedynie nie-
znacznie wplywa na charakterystyke gléwnego prze-
plywu wzdluznego. Dlatego tez — wobec sporej kom-
plikacji nawet przyblizonych wzoréw opisujacych prze-
plyw dwukierunkowy — do praktycznych obliczen in-
zynierskich mozna stosowac¢ o wiele prostsze, stuszne
w przypadku przeptywu jednokierunkowego zaleznos-
ci, np. bardzo proste wzory (19a, b).

PODSUMOWANIE

Przedstawiona analiza teoretyczna jedno- i dwukie-
runkowych przeptywéw uogélnionych cieczy newto-

nowskich w kanale §limaka wykazala, Ze natezenie
przeplywu mozna opisa¢ prostym wzorem ogdlnym,
stusznym dla dowolnej cieczy z tej klasy, niezaleznie od
wymiarowosci przeptywu. Wykorzystanie tego wzoru
do obliczania charakterystyki przeplywu wymaga jed-
nak wyznaczenia odpowiednich parametréw, ktére za-
leza od réwnania konstytutywnego i wymiarowosci
przeptywu. Do Scislego ich wyznaczenia nalezy stoso-
wacé metody numeryczne. Z tego wzgledu w odniesie-
niu do najwazniejszego w praktyce réwnania potegowe-
go opisano efektywne przyblizone metody obliczania
parametréw réwnania w przypadku natezenia przeply-
wu zaréwno jedno-, jak i dwukierunkowego. Uzyskane
wzory, ktére w odniesieniu do przeplywu jednokierun-
kowego sa bardzo proste, umozliwiaja latwe obliczanie
charakterystyk przeplywu w szerokim zakresie zmian
jego parametréw. Na drodze wprowadzenia odpowied-
nio zdefiniowanych wartosci efektywnej predkosci i gra-
dientu ci$nienia mozna w obliczeniach charakterystyk
uwzgledni¢ dodatkowo wplyw takich czynnikéw jak
skoniczona szeroko$¢ kanatu, jego krzywizna lub prze-
plyw przeciekowy. Korzystajac z bardzo dobrego przyb-
lizenia udowodnionego przez Tornera [1] otrzymane
wyniki stuszne w przypadku warunkéw izotermicz-
nych mozna bezposrednio wykorzysta¢ do analizy prze-
plywéw nieizotermicznych, np. adiabatycznego badz ze
§limakiem chlodzonym lub niechlodzonym. Mozna
przy tym rozprzegnac réwnanie ruchu i energii stosujac
zmodyfikowana metode Basowa i Kazankowa [26].
Efektywno$¢ opisanego sposobu analizy przeplywéw
nieizotermicznych potwierdzaja wyniki obliczen pre-
zentowane w innych pracach autora [21, 22, 25].
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