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Wplyw zmiany warunkéw brzegowych
na charakterystyke przeplywu slimakowego

Streszczenie — Przeprowadzono teoretyczng analize wplywu zmiany warunkéw brzegowych na
charakterystyke przeplywu cieczy lepkich w kanale §limaka. Przyjeto dwa skrajne warianty warun-
kéw brzegowych: obracajacy sie cylinder i nieruchomy slimak (A) lub obracajacy sie §limak i nieru-
chomy cylinder (B). Analize przeprowadzono w odniesieniu do modeli kanatu plaskiego, pierscienio-
wego i Srubowego, stosujac odpowiednio wspdlrzedne prostokatne, cylindryczne i srubowe. W przy-
padku cieczy newtonowskich wykazano, ze rozwigzania dotyczace dowolnego kanatu i odpowiada-
jace obu wariantom réznia sie jedynie czlonem opisujacym obroét ciala sztywnego. Tak wiec, obydwa
warianty sq rownowazne, co oznacza, ze okreslajace wydajnos¢ przemieszczenie cieczy wzgledem
powierzchni §limaka jest niezalezne od wyboru warunkéw brzegowych. W przypadku przeptywu
cieczy nienewtonowskich w kanale plaskim (zaniedbujacym rzeczywista krzywizne kanatu) wyste-
puja jednak pewne réznice w charakterystyce przeptywu, zalezne od wyboru warunkéw brzego-
wych. W odniesieniu do kanatu pierscieniowego i Srubowego, uwzgledniajacych krzywizne kanatu,
réznice takie nie pojawiaja sie.

Stowa kluczowe: stopione polimery, charakterystyka przeplywu, kanal plaski, kanat cylindryczny,
kanatl srubowy, zmiana warunkéw brzegowych.

EFFECT OF CHANGE OF BOUNDARY CONDITIONS ON THE SCREW FLOW CHARACTERISTIC
Summary — Effect of change of boundary conditions on flow characteristic of viscous liquids in screw
channel was analyzed theoretically. Two extreme variants of boundary conditions were assumed:
rotating barrel and stationary screw (A) or rotating screw and stationary barrel (B). The analyses were
performed for the flat, cylindrical or helical channel models using rectangular, cylindrical or helical
coordinates, respectively (Fig. 1). In the case of Newtonian liquids it was shown that the solutions for
any channel shape and corresponding to both variants of boundary conditions differ only in terms
describing the solid body rotation. So both variants are equivalent i.e. the liquid displacement in
relation to the screw surface, determining the output, is independent of the choice of boundary
conditions. In case of the flow of non-Newtonian fluids in the flat channel (neglecting the real channel
curvature), however, there are some differences in flow characteristics dependent on the boundary
conditions’ choice. For cylindrical or helical channels (taking into consideration the channel curvature)
such differences do not appear.

Key words: molten polymers, flow characteristic, flat channel, cylindrical channel, helical channel,
change of boundary conditions.

Przeplyw stopionych polimeréw i innych cieczy
zaréwno newtonowskich, jak i nienewtonowskich w ka-
nale slimaka (tj. w obszarze miedzy zwojami $limaka)
byl juz wprawdzie przedmiotem bardzo wielu analiz te-
oretycznych a takze badan do$wiadczalnych, wciaz jed-
nak ozywaja polemiki wzbudzane podwazaniem po-
prawnosci przyjmowanego powszechnie uproszczone-
go modelu opisu tego przeplywu zakladajacego, ze §li-
mak jest nieruchomy a obraca sie cylinder. W rzeczywis-
tosci bowiem maszyny slimakowe pracuja oczywiscie na
zupelnie odmiennej zasadzie, tzn. cylinder jest nieru-
chomy a obraca sie §limak. Dlatego tez pewna grupa

badaczy twierdzi, ze zmiana warunkéw brzegowych
(czyli przyjecie modelu z nieruchomym §limakiem i ru-
chomym cylindrem lub nieruchomym cylindrem i ru-
chomym $limakiem) prowadzi do powstania réznic
w obliczeniach wartosci natezenia przeptywu, czyli
zmiany pola przeplywu [1—6]. Zdaniem innej grupy ba-
daczy réznice takie jednak nie wystepuja [7—9].

Celem niniejszego artykutu jest wykazanie, ze prze-
plyw wzgledem powierzchni §limaka z uwzglednie-
niem krzywizny jego kanatu jest w zasadzie niezalezny
od wyboru warunkéw brzegowych, jednakze w przy-
padku przeptywu cieczy nienewtonowskich pominiecie
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wptywu krzywizny kanalu moze prowadzi¢ do wysta-
pienia pewnych (prawdopodobnie niewielkich) réznic
wynikoéw obliczeft miedzy tymi modelami.

ZALOZENIA OPISU PRZEPEYWU W KANALE SLIMAKA
— ROZWAZANIA OGOLNE

Jak wiadomo, transportowanie §limakowe cieczy,
a zwlaszcza cieczy w postaci stopionych polimeréw, jest
zwigzane z istnieniem dwéch przeplywéw — przeply-
wu wleczonego (Couette‘a) i przeptywu ci$nieniowego
(Poiseuille‘a). W rzeczywistych warunkach pracy wytta-
czarki oba te typy przeptywow stanowia efekt wzgled-
nego ruchu powierzchni §limaka i cylindra i sa ze soba
sprzezone. Przeplyw cisnieniowy wynika z istnienia
niezerowego gradientu ci$nienia w kanale, a wigc, teore-
tycznie biorac, nie jest uwarunkowany wystepowaniem
wspomnianego ruchu wzglednego. Przeptyw taki moz-
na bowiem wywolaé¢ zachowujac nieruchomy zaréwno
slimak, jak i cylinder, dzigki odpowiedniemu zwieksze-
niu ci$nienia (np. za pomoca sprezonego gazu) na wyjs-
ciu lub wejsciu kanatu élimaka. Do wystapienia przepty-
wu wleczonego warunkiem koniecznym jest wzgledny
ruch powierzchni §limaka i cylindra a warunkiem wys-
tarczajacym jest istnienie tarcia pomiedzy ciecza a po-
wierzchnia Slimaka i cylindra.

Srubowy ksztatt kanatu §limaka i nienewtonowskie
wiasciwosci stopionych polimeréw powoduja, ze mate-
matyczna analiza transportu §limakowego cieczy poli-
merowych jest zadaniem nielatwym. Rzeczywisty
ksztalt kanatlu §limaka najlepiej odzworowywuje opis
przepltywu w srubowym ukladzie wspétrzednych [4, 5,
10, 11]. Zastosowanie tego uktadu zwieksza jednak trud-
nosci rachunkowe, albowiem otrzymywane zaleznosci
(nawet w najprostszym przykladzie, tj. cieczy newto-
nowskiej) sa bardziej skomplikowane niz w przypadku
modeli wykorzystujacych wspélrzedne prostokatne
icylindryczne. Przyblizenie opisu przeplywu we wspét-
rzednych prostokatnych zaniedbuje krzywizne kanatu,
przedstawiajac go (po ,,odwinieciu” z rdzenia §limaka)
w postaci plaskiej rynny o przekroju prostokatnym, na-
tomiast przyblizenie opisu przeplywu we wspdtrzed-
nych cylindrycznych uwzglednia wprawdzie krzywiz-
ne kanatu, ale modyfikuje jego rzeczywisty ksztalt, zas-
tepujac kanal srubowy kanalem pierscieniowym. Do-
tychczasowe doswiadczenia wskazuja, ze najprostsza
i najbardziej pogladowa analize zjawisk przeplywu
uzyskuje sie stosujac wspodlirzedne prostokatne, zwlasz-
cza w odniesieniu do kanaléw ptytkich.

Niniejszy artykul dotyczy préby odpowiedzi na py-
tanie, czy przyjecie modelu wytlaczania z obracajacym
sie §limakiem i nieruchomym cylindrem, badz tez z ob-
racajacym sie cylindrem i nieruchomym $§limakiem, pro-
wadzi do réznic obliczeniowych wydajnosci przeptywu.
Problem ten rozpatruje si¢ ponizej stosujac prostokatny
(rys. 1a), cylindryczny (rys. 1b) i Srubowy (rys. 1c) uklad
wspbirzednych.
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Rys. 1. Uktad wspétrzednych do opisu przeplywu w kanale
$limaka (znaczenia symboli por. dalszy tekst): a) wspdtrzedne
prostokqtne, b) wspotrzedne cylindryczne, c) wspétrzedne sru-
bowe

Fig. 1. Coordinates systems for description of the flow in
a screw channel (for symbols meaning see the further text):
a) rectangular coordinates, b) cylindrical coordinates, c) heli-
cal coordinates

Z punktu widzenia nieruchomego obserwatora zew-
netrznego, transportowanie stopionego polimeru w ka-
nale §limaka moze zachodzi¢ tylko wtedy, gdy wystepu-
je ruch powierzchni §limaka wzgledem powierzchni cy-
lindra lub odwrotnie. Obserwator ten nie dostrzeze bo-
wiem zadnego przeplywu, widocznego jako wyplyw
tworzywa z kanatu $limaka, jezeli zaréwno Slimak, jak
i cylinder beda wzgledem niego nieruchome lub beda
poruszaly sie jednocze$nie w tym samym kierunku i z
taka sama predkoscia jako cialo sztywne. Wzglednosé
ruchu powierzchni cylindra i §limaka przedstawiaja
dwa skrajne warianty dostrzegane przez obserwatora:

— A) élimak jest nieruchomy, a cylinder obraca si¢ z
predkoscia katowa w;

— B) cylinder jest nieruchomy, a §limak obraca sie
z taka sama predkoscia katowa .

Wariant A, mimo, ze teoretycznie mozliwy, jest
w praktyce niespotykany. Natomiast wariant B okresla
rzeczywiste warunki pracy wytlaczarki. Istniejace przy-
padki posrednie dotycza sytuacji, w ktérej cylinder i li-
mak obracaja si¢ z réznymi predkosciami mq i w, oraz
lw1—wy | = .

W dalszej czesci artykulu warianty A i B zostana
szczegblowo przeanalizowane z zastosowaniem
wspomnianych trzech uktadéw wspoétrzednych zwiaza-
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nych z obserwatorem zewnetrznym, w odniesieniu do
izotermicznego, w pelni rozwinietego przeplywu cieczy
lepkich (newtonowskich lub nienewtonowskich) z za-
niedbaniem sil bezwtadnosci oraz sit masowych. Przed-
miotem rozwazan bedzie przy tym wylacznie przeptyw
wzdluz osi kanatu $limaka, determinujacy wydajnosé
wytlaczania.

PRZEPLYW CIECZY W KANALE PEASKIM

Przeplyw w kanale plaskim jest opisywany w prosto-
katnym (kartezjafiskim) ukladzie wspéirzednych, ktdre-
go baze stanowia wzajemnie prostopadle (ortogonalne)
wektory potozone na osiach x, y, z (por. rys. 1a). Stosujac
ogoélnie przyjete zalozenia upraszczajace [7, 12], skla-
dowa réwnania ruchu opisujaca zmiany predkosci prze-
plywu cieczy lepkich wzdtuz osi z kanatu jako funkcje
polozenia w przekroju kanatu (x, y) przedstawia réw-

nanie
9 naﬁ + 9 naﬁ _9P (1a)
ox|  ox | ady| oay 0z
przy czym 0<x<W (1b)
oraz Rs<y<Rp (1)

gdzie: v, — skladowa wektora predkosci, dP/0z — sktadowa
gradientu ciSnienia, 1 — lepkos¢, W — szerokos¢ kanatu,
Ry — promiei cylindra (réwny promieniowi zewnetrznemu
$limaka), Ry — promieri rdzenia Slimaka.

Wyrazenia podane w nawiasach [réwnanie (1a)], sa
skladowymi tensora naprezen wynikajacymi z ogélnego
réownania konstytutywnego cieczy lepkiej. Przedstawie-
nie zalezno$ci dotyczacych przeplywu w kanale plas-
kim z zastosowaniem symboliki stosowanej zwykle
w odniesieniu do wspétrzednych cylindrycznych i éru-
bowych prowadzi do nieréwnosci (1c) (por. rys. la—1c).
Przejécia do tradycyjnego (wg rys. 1a) sposobu zapisu
mozna dokonaé za pomoca podstawien:

y'=y-Rs (2a)

H=Ry-Rs (2b)

gdzie: H — wysokos¢ kanatu.

Réwnanie (1a) mozna rozwigzaé¢ dla wariantu za-
réwno A, jak i B. W wariancie A, powszechnie stosowa-
nym w obliczeniach, warunki brzegowe przybieraja
postac [7, 12]:

v20,y)=0 (39)
VAW, y)=0 (3b)
VA R)=0 (30)
VA (%, Ry )= 0,R, (3d)
, = cosh (3e)

Wyrazenie (3e), w ktéorym A jest srednim katem
wzniosu linii srubowej, okresla sktadowa wektora pred-
kosci katowej skierowana réwnolegle do osi kanatu §li-
maka.

W przypadku cieczy newtonowskiej (n = const) pred-
kos¢ przeplywu moze by¢ wyrazona jako suma pred-
kosci przepltywu ciénieniowego i wleczonego. Znane od
dawna rozwiazanie réwnania (la) spetniajace warunki
brzegowe (3a)—(3e) ma postac [7, 12]:

VA (%, y)=vap O y )+ vy (x.Y) (4)
Vi )= 5l R~ R (52
o in2x-W)
o 8R —SRS)2 i Sh{ 2(Ro - Rs)} ] gn{ i(n(y— Rs))} Gt
7 ) . imwW Ry-Rs
i=135.. |3cosh{m_

o e ()

407Rp / sin{in—x} 6)
i=135... i sinh{'\/\—’j Ry - Rs)} w

Vi ()=

Réwnania (5) i (6) odnosza sie do przeptywu odpo-
wiednio ci$nieniowego i wleczonego. W wariancie B wa-
runki brzegowe maja postac:

V2 0.y)= -0y (78)

VP W, y)= -0,y (7o)
VB (X, R)= —0,Rg (7c)
vB(x.Ry)=0 (7d)

Z réwnan (7a) i (7b) wynika, ze punkty polozone na
$cianach bocznych kanalu §limaka obracaja sie z tym
wieksza predkoscia liniowa, im wigksza jest ich odleg-
los¢ od osi Slimaka. Znak minus w réwnaniach wyraza
wzglednosc¢ ruchu (obrét slimaka ,, widziany” przez ob-
serwatora musi mie¢ kierunek przeciwny niz obrét cy-
lindra).

Rozwiazanie réwnania (1a) z warunkami brzegowy-
mi (7) ma postac:

VB(x y)= 0y +v2\(x,y) ®)

Dla potwierdzenia wystarczy podstawic¢ zaleznosc¢
(8) do réwnania (la) przyjmujac, ze M = const oraz zZe
vZ(x, y) spelnia réwnanie (la). Dodatkowo mozna tez
sprawdzi¢, ze wzor (8) przeksztalca wzajemnie warunki
brzegowe (3) i (7), co oznacza, ze rozwiazania dotyczace
wariantéw A oraz B r6znia sie tylko cztonem opisujacym
obrét ciata sztywnego.

Roéwnanie (8) jest stuszne w przypadku przepltywu
cleczy newtonowskiej w kanale o dowolnej szerokosci



452

POLIMERY 2006, 51, nr 6

W, a wiec rowniez o szerokosci nieskoriczenie wielkiej;
mozna woéwczas zaniedba¢ wptyw §cian bocznych i za-
stosowa¢ model przeplywu miedzy réwnolegltymi pty-
tami. Oznacza to, ze predkosc¢ staje sie funkcja tylko
wspolrzednej y. Przechodzac do granicy W — o w wy-
razeniach (5) i (6), badz rozwiazujac réwnanie (1a) z po-
minieciem skladnikéw zaleznych od wspoéirzednej x
oraz uwzgledniajac warunki brzegowe:
dla wariantu A:

VAGSET (%)
V2 (Ro)= 0y (%)
oraz dla wariantu B:
VB(R)=-0,Rs (10a)
vB[R,)=0 (10b)

otrzymuje si¢ odpowiednio:

A y-Rs _(y-RIRy-R)—(y-Ry)? P
VZ—RO(”ZRD_RS_ 2n P (11)
B y-Ry _(y=RJ(Ry~R)—(y-RJ)? oP
VZ_RS('OZRO_RS_ 2n P (12)

Nietrudno wykazaé, ze réwnania (11) i (12) spelniaja,
zgodnie z oczekiwaniami, zalezno$¢ (8) wiazaca rozwia-
zania dotyczace wariantéw A i B. Ponadto, przeplyw
ciSnieniowy jest (tak jak sie nalezalo spodziewac) taki
sam w obu wariantach. Jest on tez symetryczny wzgle-
dem wyboru granic, co oznacza, ze zamiana miejscami
indekséw b oraz s w réwnaniu (5) lub w cztonach réw-
nania (11) i (12) zawierajacych gradient ci$nienia, nie
zmienia tych wyrazen. Potwierdza to poprzednia uwa-
ge, ze przeplyw ci$nieniowy jest niezalezny od ruchu i
okreslenia Scian §limaka i cylindra (tj. przypisania danej
Sciany slimakowi lub cylindrowi).

Wartos¢ lepkosci 1 w réwnaniu (la) w odniesieniu
do nienewtonowskiej cieczy lepkiej (okreslanej czesto
mianem uogdlnionej cieczy newtonowskiej) nie jest
stala, dlatego tez nie mozna jej wyprowadzi¢ poza znak
pochodnej. Rozwigzania réwnania (la) z warunkami
brzegowymi (3) (wariant A) w przypadku cieczy nie-
newtonowskich sa znane tylko w postaci numerycznej
[13], poniewaz nie wyrazaja sie za pomoca funkgji ele-
mentarnych. Niech v/ bedzie rozwiazaniem réwnania
(1a) dla pewnej cieczy nienewtonowskiej, spelniajacym
warunki brzegowe (3). Podstawiajac zaleznos¢ (8) od-
powiadajaca wariantowi B do réwnania (1a) otrzymuje

sie:
of v | of ovi
— | N—==|+—|Nn—==|-o
ox| = ox ady| oy

Z réwnania (13) wynika, ze zaleznos¢ v? = -w.y +
vZ ogdlnie nie spelnia réwnania (1a). Jest ono spelnione
tylko wowczas, kiedy w, = 0, tj. gdy brak jest przeptywu

on_oP

= 13
Zay 0z 13)

wleczonego, a istnieje tylko przeplyw cisnieniowy lub
gdy lepkos¢ 1 nie zalezy od wspélrzednej y. Ten ostatni
przypadek obejmuje ciecz newtonowska (n = const),
a takze sam przeplyw wleczony w kanale o duzej szero-
kosci lub matej gtebokosci (miedzy réwnoleglymi plyta-
mi). Réwnanie (1a) upraszcza sie¢ wtedy do postaci:

o ovg
ZInZz =0
ay[” ay j
o Mz
= 5]
Calkowanie réwnania (14a) prowadzi do réwnania
algebraicznego

(149)

»
geae (14b)

dy
w ktérym niewiadoma jest gradient predkosci (szybkos¢
Scinania).

Z réwnania (14c) wynika, ze i gradient predkosci, i
lepkos¢ sa stale, a SciSlej sa niezalezne od y. Calkujac
gradient predkosci z warunkami brzegowymi (9) lub
(10) otrzymuje si¢ odpowiednio:

(140)

v = RDU)Z*FZD_—RF?S (15)
Ve = stzigo_—%s (15b)

Zatem sa to zaleznosci identyczne jak w przypadku
przeplywu wleczonego cieczy newtonowskiej [por.
wzory (11) i (12)].

Reasumujac, nalezy stwierdzi¢, ze w warunkach
przeplywu cieczy nienewtonowskich w kanale ptaskim
zalezno$¢ (8) nie jest ogoélnie spetniona. W razie przeply-
wu w kanale o nieskoriczenie wielkiej szerokosci, z zalo-
zeniem, ze przeplyw calkowity stanowi prosta sume
przeptywu ciSnieniowego i wleczonego (tj. gdy te prze-
plywy nie sa sprzezone) rownanie (8) jest w przyblize-
niu spelnione. Natomiast pozostaje kwestia otwarta czy
zachodzi to réwniez w kanale o skoriczonej szerokosci;
sprawdzenie tego wymagaloby zastosowania metod nu-
merycznych.

Tak wiec nalezy stwierdzi¢, ze opis przeplywoéw cie-
czy nienewtonowskich w modelu plaskiego kanatu §li-
maka moze spowodowaé powstawanie ilociowych réz-
nic charakterystyk roboczych, w zaleznosci od zastoso-
wanego wariantu A lub B. Zachowanie cieczy nienewto-
nowskich w kanale plaskim jest rezultatem nieadekwat-
nosci tego modelu wynikajacej z pominiecia krzywizny
kanatu. Potwierdza to przedstawiona ponizej analiza
przeptywéw w kanatlach pierécieniowym i sSrubowym.

PRZEPEYW CIECZY W KANALE PIERSCIENIOWYM

Model pierscieniowego kanatu slimaka jest przedsta-
wiony w cylindrycznym uktadzie wspoétrzednych, kto-
rego baze stanowia trzy wzajemnie prostopadle wekto-
ry: normalny r (w kierunku promieniowym), styczny 0
(w kierunku obwodowym) oraz osiowy z (w kierunku
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osi §limaka). Pokazano je na rys. 1b wraz z innymi ce-
chami geometrycznymi kanatu. Sktadowa réwnania ru-
chu w kierunku 0, opisujaca predkos¢ wzdtuz kanatu
$limaka jako funkcje polozenia (r, z) w przekroju kanatu
przybiera postac:

10[ 80w, 3 ) 1P

rZar" or| r oz "oz | "1 90 (16a)

przy czym 0<zsW (16b)
RsSrSRb (16C)

W wariancie A musza by¢ spelnione nastepujace wa-
runki brzegowe:

v6\(r,0=0 (178)
V6, W)= 0 (17b)
V'R, 2)=0 (17c)
V8'(Ry. )= w6Ry (17d)
gdzie:
o = Wcosh (17¢)

Wyrazenie (17e) [odpowiednik zaleznosci (3e) we
wspdirzednych prostokatnych] wynika z ogélnego zato-
zenia modelu kanalu pierscieniowego, zgodnie z kt6-
rym cylinder wykonuje nie tylko ruch obrotowy, ale tak-
ze ruch liniowy wzgledem nieruchomego slimaka.

W wariancie B warunki brzegowe sa nastepujace:

VB (,0)= —wpr (189
VB (r, W)= —wpr (180)
v§ (Rs. 2= -wgRs (180)
V8 (Ry. 2=0 (18d)

O istnieniu rozwiazania v; (r, z) réwnania (16a) spel-
niajacego warunki brzegowe (17) — w przypadku prze-
plywu cieczy newtonowskiej (n = const) w kanale
o skoriczonej szerokosci — wspomina Tadmor [7]. Roz-
wiazanie to jest strukturalnie bardzo podobne do wyra-
zenia (4) (kanat plaski). Tadmor jednak, ze wzgledu na
dlugie i Zzmudne rachunki, nie przytacza dokladnego
rozwiazania, podaje tylko wspdlczynniki ksztattu F,
oraz F; dotyczace przeplywu ciSnieniowego i wleczone-
g0, bedace koficowym rezultatem catkowania profilu
predkosci w kanale. Oba wyrazenia sa znacznie bardziej
skomplikowane (opieraja si¢ na réznego rodzaju funk-
cjach Bessela), niz analogiczne wyrazenia na F, oraz Fy
odnoszace sie do kanatu plaskiego [7, 12], a otrzymane
w wyniku catkowania zaleznosci (5) i (6). Zatem nie-
trudno zauwazy¢, ze spelniajace warunki brzegowe (18),
rozwiazanie réwnania (16a) dla cieczy newtonowskiej
musi miec¢ postac:

V& (r,2)= —wpr +V4\(,2) (19)

przy czym v; (r, z) jest dane wspomnianym rozwiaza-
niem Tadmora.

Dla potwierdzenia zaleznosci (19) wystarczy podsta-
wié ja do réwnania (16a) przyjmujac, ze v (r, z) jest takze
jego rozwigzaniem.

Jezeli zalozymy istnienie rozwiazania v (r, z) spel-
niajacego warunki brzegowe (17) w przypadku przeply-
wu lepkiej cieczy nienewtonowskiej w pierscieniowym
kanale §limaka o dowolnej szerokosci to, podobnie jak w
przypadku cieczy newtonowskiej, mozna dowiesé
stusznosci wyrazenia (19) dla kazdej uogélnionej cieczy
newtonowskiej (czyli lepkiej cieczy nienewtonowskiej).
Stad wniosek, ze w odniesieniu do kanatu pierscienio-
wego wyrazenie (19) okresla wzajemne przeksztalcenie
rozwiazan w wariantach A oraz B w przypadku dowol-
nej cieczy lepkiej.

Przeplyw w kanale plaskim stanowi graniczny przy-
padek przeptywu w kanale zakrzywionym, kiedy to
warto$¢ 1/r odpowiadajaca krzywiZznie kanatu dazy do
zera (czyli ¥ = «). W wyniku przeksztalcenia pierwsze-
go skladnika sumy z lewej strony réwnania (16a) otrzy-
muje sie:

d aVB J aVe oP
20 20 pA = 20a)
ar(n or } az[n oz J+ ox (208
. aVQ 1 Vo aT] Vo
A=nT0Z B 2% 2
gdzie n ar 2 orr (200)
oraz dx = rd0 (20c)

Jak wida¢, gdy r — o0, A = 0, a réwnanie (20a), po
odpowiednim przemianowaniu zmiennych, staje sie
strukturalnie identyczne z réwnaniem (la) we wsp6t-
rzednych prostokatnych. W celu uzyskania rozwiazania
we wspotrzednych prostokatnych opierajacego sie na
zaleznosci (19) (stusznej we wspétrzednych cylindrycz-
nych) nalezaloby réwniez dokona¢ wspomnianego
przejécia granicznego (r — o). Jest to jednak niemozliwe,
gdyz matematyczne ,prostowanie kanatu” (dla kazdej
skonczonej predkosci katowej rotacji mg) powoduje, ze
czlon -wg - r opisujacy ruch ciata sztywnego staje sie nie-
skonczenie duzy. Do nieskoficzonosci dazylyby tez
predkosci poszczeg6lnych Scian. Przyblizenie w modelu
kanatu plaskiego jest wigec stuszne jedynie dla nieskon-
czenie malej predkosci katowej, podczas gdy w modelo-
waniu przyjmuje sie jej skoficzong warto$¢. Zrozumiata
staje sie rowniez postawiona juz teza, ze zaleznosc¢ (8)
opisujaca przeptyw cieczy nienewtonowskich w kanale
plaskim jest stuszna tylko w warunkach addytywnosci
przeptywu ci$nieniowego i wleczonego. Zalozenie takie
jest uzasadnione bowiem jedynie w przypadku bardzo
matlej réznicy predkosci ruchu Scian, tzn. wéweczas, gdy
przepltyw calkowity ma charakter quasi-newtonowski.
Ciecze newtonowskie §cisle podlegaja takiej addytyw-
nosci, stad tez spelniaja one rownanie (8) bez ograni-
czen. Powyzsze rozwazania potwierdzaja juz uprzednio
sformulowany wniosek, ze réznice w zachowaniu sie
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cieczy w wariantach A i B obserwowane w odniesieniu
do modelu kanatu ptaskiego sa wynikiem nieadekwat-
nosci tego modelu, zwiazanej z pominieciem krzywizny
kanatu §limaka.

PRZEPEYW CIECZY W KANALE SRUBOWYM

Jak juz wspomniano, najbardziej adekwatny obraz
przeplywu w kanale slimaka uzyskuje sie stosujac
wspolrzedne srubowe (rys. 1c). Naturalna baze ukladu
srubowego stanowia: wektor normalny (promieniowy) r
(przechodzi przez punkt 0 prostopadle do plaszczyzny
rysunku, nie zostal wiec na nim zaznaczony), wektor
styczny 0 (w kierunku obwodowym) oraz wektor srubo-
wy 1 (zgodny z kierunkiem linii srubowej kanatu). Wek-
tory 0 oraz 1 sa nieortogonalne, a kat miedzy nimi jest
réwny katowi wzniosu linii Srubowej A. W wielu zasto-
sowaniach wprowadza sie takze ortogonalna baze fi-
zyczna utworzona przez wektory r, w oraz 1, przy czym
wektor w (w kierunku prostopadlym do $cian kanatu
srubowego) okresla iloczyn wektorowy wektorow r oraz
1. Dalsze rozwazania dotyczace kanatu srubowego beda
prowadzone w takiej wlasnie bazie fizycznej. Zgodnie
z réwnaniem (10) (przeplyw cieczy lepkiej w kanale
o duzej szerokosci) skladowa réwnania ruchu wzdtuz
osi kanatu §limaka (1) przybiera postac:

1 oP oy |1 r(p2
e d o [r : 2}" &
1+(ro) 1+ (o)

oraz

v 20 r(p2
g M - 22
r ﬂ{ o 1+ (r(p)ZVW 1+ (rcp)zv| 1 =

gdzie: v; i vy, — odpowiednio podtuzna i poprzeczna sktado-
wa predkosci w kanale, OP/0l — podtuzna sktadowa gradientu
cisnienia, Ty, — sktadowa tensora naprezenia.
Spiralno$¢ kanatu okresla parametr
_om
L

(23)

gdzie: L — skok zwoju.

Dla L — o lub L — 0 wspodirzedne srubowe przecho-
dza we wspoéirzedne cylindryczne.

W odréznieniu od wspélrzednych prostokatnych i
cylindrycznych, sktadowa naprezenia (22) zalezy od
predkosci przeptywu zaréwno wzdluznego, jak i po-
przecznego. Dlatego tez warunki brzegowe dla predkos-
ci nalezy sformulowa¢ w odniesieniu do obu jej sktado-
wych. Mianowicie:

wariant A
2
V|A(Ro)= ®R, coshy = m\/Rbicpz (24a)
1+ Roo)
v*(Rs)=0 (24b)
viy(Ry )= oRy Sinkp, = w\/% (253)
1+ (Ryo

Viy(Rs)=0 (25b)
oraz wariant B
VE(Ry)=0 (268)
B RZp
V" (Rs)= —0Rscoshg = —wﬁ (26b)
1+ (Rep)?
Vi (Ry)=0 (2723)
B - Rs
Wy (Rs)= ~0RssiNAg = -0——— (27b)
Y1+ (Reo)?

Jak juz wspomniano, parametr A w réwnaniach
(24—27) jest katem pomiedzy kierunkiem stycznym 0
a osia kanatu 1, ktéry okresla zaleznos¢:

tgh = 270)

e

W przeciwienistwie do wspdlrzednych prostokat-
nych i cylindrycznych, gdzie kat A jest staly, we wsp6t-
rzednych srubowych jest on wiec zalezny od wspéirzed-
nej promieniowej r. Ujemne znaki w wyrazeniach (26) i
(27) wynikaja z koniecznosci zachowania wzglednosci
ruchu, podobnie jak w przypadku kanalu plaskiego i
pierScieniowego.

Rozwiazania réwnania ruchu (21) i (22) w odniesie-
niu do cieczy newtonowskiej zaréwno w wariancie A,
jak i B przedstawiono w pracach [4, 5, 11]. Nie uzyskano
dotychczas takich rozwigzan réwnania odnoszacego sie
do cieczy nienewtonowskich, a takze réwnania opisuja-
cego przeptyw w kanale o skorniczonej szerokosci. Nie
jest to jednak konieczne w celu wykazania, ze w odnie-
sieniu do dowolnej cieczy lepkiej rozwiagzania w warian-
tach A i B sa polaczone nastepujacymi zaleznosciami:

2
vB()= o2
1+(r)?

()

V1+(rg)?

Poprawnosc¢ relacji (28) potwierdza podstawienie ich
do réwnania (22), w wyniku czego otrzymuje si¢ te sama
posta¢ sktadowej tensora naprezenia, zatem i sktadowej
réwnania ruchu (21). Prawidlowo takze przeksztatcaja
one odpowiednie warunki brzegowe (24—27) w odnie-
sieniu do wariantéw A i B.

Z zaleznosci (28) wynika, ze podluzna i poprzeczna
sktadowe predkosci, stanowiace rozwiazania réwnan
ruchu we wspétrzednych srubowych (warianty AiB) w
przypadku przeplywu dowolnej cieczy lepkiej, rézniq
si¢ jedynie cztonem opisujacym obrét ciata sztywnego,
zatem nie wystepuja réznice obliczeniowe charakterys-
tyk roboczych w obu wariantach.

Zaleznosci (8), (19) i (28) dowodza, ze niezaleznie od
przyjetego rodzaju ukladu wspétrzednych oraz reolo-
gicznych wlasciwosci cieczy polimerowej rozwiazania

+vA(r) (283)

()= (28b)
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wariantéw A lub B r6znia sie tylko parametrem opisuja-
cym ruch ciala sztywnego. Mianowicie, przeplyw cieczy
(np. stopionego polimeru) w kanale §limaka oznacza, ze
przemieszcza si¢ ona wzgledem powierzchni §limaka
a nie wzgledem obserwatora zewnetrznego. Stad tez
w wariancie A obserwator widzi nieruchomy $limak,
dostrzega wiec przemieszczanie sie polimeru wzgledem
powierzchni §limaka wywolane ruchem obrotowym cy-
lindra. W wariancie B obserwator rejestruje zaréwno
ruch obrotowy $limaka, jak i przemieszczanie sie poli-
meru wzgledem jego powierzchni. Stad tez rzeczywisty,
obserwowany wéwczas ruch polimeru jest suma obu
wspomnianych ruchéw.

Mozna to zrozumie¢ eliminujac (teoretycznie) prze-
plyw wleczony poprzez pominiecie w rozwazaniach ad-
hezji polimeru do $ciany cylindra (polimer ,$lizga si¢”
wtedy po niej bez tarcia). W takim przypadku material
znajdujacy sie¢ w kanale obracajacego sie Slimaka bedzie
wykonywat ruch obrotowy jako cialo sztywne, nato-
miast w wariancie A (obracajacego sie cylindra) pozosta-
nie w bezruchu. W obu wariantach, w warunkach braku
adhezji, nie nastapi jednak przemieszczenie polimeru
wzgledem powierzchni §limaka. Z zewnatrz zauwazal-
na bedzie natomiast réznica w szybkosci przeptywu,
réwna dodatkowemu czlonowi w réwnaniach (8), (19)
i (28) (o postaci zaleznej od zastosowanego ukladu
wspolrzednych) wiazacemu rozwiazania w wariantach
A oraz B.

Réznica ta przestanie by¢ widoczna, jezeli przeniesie-
my obserwatora na obracajacy sie §limak, nie bedzie on
bowiem wtedy dostrzegal ruchu wiasnego $limaka,
a zaobserwuje ruch powierzchni cylindra wzgledem po-
wierzchni §limaka, co odpowiada wariantowi A.

Powyzsze rozwazania oddaja sens fizyczny zalez-
nosci (8), (19) i (28) swiadczac réownoczesnie o tym, ze
ruch polimeru w kanale §limaka, okre§lany wzgledem
jego powierzchni, nie zalezy od przyjetego modelu — A
lub B — jezeli predkosc¢ katowa w obu tych wariantach
jest jednakowa. Jednakze przestrzenny opis ruchu sto-
pionego polimeru w ukladzie zawierajacym nierucho-
my $limak i ruchomy cylinder (wariant A) jest prostszy,
0 czym wspomniano juz na poczatku niniejszego arty-
kutu.

PODSUMOWANIE

Teoretyczna analiza przeptywu stopionego polimeru
w kanale §limaka przeprowadzona w odniesieniu do
zmiennych warunkéw brzegowych, tzn. do zatozenia
badZ nieruchomego cylindra i obracajacego sie $§limaka,

badz tez sytuacji odwrotnej, czeSciowo potwierdzila su-
gestie niektérych badaczy, ze przyjecie takich odmien-
nych warunkéw brzegowych prowadzi do powstania
réznic obliczeniowych natezenia przeplywu. Jednak
réznice takie obserwuje si¢ jedynie w opisie przeptywu
lepkich cieczy nienewtonowskich w kanale plaskim (we
wspolrzednych prostokatnych). Stwierdzono, zZe sa one
wynikiem nieadekwatnosci modelu kanatu plaskiego,
z zalozenia zaniedbujacego krzywizne kanatu. Istotny
wplyw na ten fakt maja tez nienewtonowskie wlasci-
wosci cieczy polimerowej, ktére prowadza do sprzeze-
nia przeplywéw ciénieniowego i wleczonego. W przy-
padku cieczy newtonowskiej wspomniane sprzezenie
nie wystepuje, tzn. przeplyw catkowity w kanale jest
suma przeplywu ci$nieniowego i wleczonego, a nateze-
nie przeplywu nie zalezy od wyboru warunkéw brzego-
wych. Stwierdzenie to dotyczy réwniez przeptywu do-
wolnej cieczy lepkiej w kanale pierscieniowym (wspot-
rzedne cylindryczne) i Srubowym (wspétrzedne Srubo-
we), wymienione wspoéirzedne uwzgledniaja bowiem
krzywizne kanatu.
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