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Nowe modele cieczy lepkich oparte na równaniu Carreau

Streszczenie — Przedstawiono kilka nowych modeli cieczy lepkich, stanowi¹cych modyfikacje
lub rozszerzenia modelu Carreau, opisuj¹cych krzywe lepkoœci jako funkcje szybkoœci œcinania w
obszarze przejœciowym miêdzy zakresem newtonowskim i potêgowym. Modele dopasowano do
opisu lepkoœci jako funkcji naprê¿enia œcinaj¹cego i uogólniono do opisu bardziej z³o¿onego za-
chowania, np. pseudoplastyczno-dylatantnego.
S³owa kluczowe: ciecze nienewtonowskie, lepkoœæ dynamiczna, modele reologiczne.

NOVEL MODELS OF VISCOUS LIQUIDS BASED ON CARREAU EQUATION
Summary — Several novel models of viscous liquids, which can be regarded as modifications or
extensions of the Carreau model, are presented. These models describe the viscosity curves as
functions of shear rate in the transition region between Newtonian and power law flow. Models
were adapted for the description of viscosity as a function of shear stress and generalized to des-
cribe more complex behaviour, e.g. pseudoplastic-dilatant.
Keywords: non-Newtonian liquids, shear viscosity, rheological models.

WSTÊP

Na przestrzeni wielu dziesi¹tków lat zaproponowano
szereg równañ teoretycznych, semiempirycznych b¹dŸ
empirycznych, opisuj¹cych krzywe lepkoœci uogólnio-
nych cieczy newtonowskich w przep³ywach œcinaj¹cych,
jako funkcjê zarówno szybkoœci œcinania, jak i naprê¿enia
œcinaj¹cego. Równania tego typu by³y dotychczas przed-
miotem ogromnej liczby publikacji, a ich mniej lub bar-
dziej wyczerpuj¹ce zestawienia i omówienia mo¿na zna-
leŸæ w licznych opracowaniach. Do najbardziej znanych i
najczêœciej wykorzystywanych równañ zalicza siê rów-
nanie Ostwalda-de Waele (potêgowe), Crossa-Williamso-
na, Ellisa oraz Carreau [1—3].

Przedmiotem tej publikacji jest omówienie kilku no-
wych równañ opisuj¹cych krzywe lepkoœci uogólnio-
nych cieczy newtonowskich, które stanowi¹ modyfikacje
3- lub 4-parametrowego równania Carreau [1], zaliczone-
go (oprócz równania potêgowego) do najczêœciej stoso-
wanych. Podstawow¹ wad¹ obu modeli jest nie zawsze
dostatecznie dok³adne odwzorowanie przebiegu krzy-
wych lepkoœci dla ma³ych szybkoœci œcinania w obszarze
przejœciowym miêdzy zakresem newtonowskim i potê-
gowym. Dotyczy to zw³aszcza krzywych lepkoœci poli-
merów o du¿ym stopniu dyspersyjnoœci i polimerów roz-
ga³êzionych oraz niektórych kompozycji polimerowych
charakteryzuj¹cych siê szerok¹ stref¹ przejœciow¹ [4]. W
celu ograniczenia wspomnianej wady 3- b¹dŸ 4-parame-
trowego równania Carreau, wprowadzono modyfikacjê

otrzymuj¹c model znany jako równanie Carreau-Yasudy
[1]:
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gdzie: �0 — dolna lepkoœæ newtonowska, �� — górna lepkoœæ
newtonowska, n, �, � — sta³e materia³owe.

Za³o¿enie: �� = 0 i� = 2 odpowiada 3-parametrowemu
modelowi Carreau, przewiduj¹cemu, podobnie jak ana-
logiczny wzór dla �� = 0 i � 
 2, zachowanie newtonow-
skie przy n = 1, pseudoplastyczne przy n < 1 oraz dylatan-
tne przy n > 1.

Za³o¿enie �� > 0 i � = 2 odpowiada natomiast 4-para-
metrowemu równaniu Carreau, które, tak jak równanie
Carreau-Yasudy, ma nieco inne w³aœciwoœci ni¿ równa-
nie przy za³o¿eniu �� = 0, gdy¿ przewiduje jedynie za-
chowanie newtonowskie dla n = 1 oraz pseudoplastyczne
dla n < 1. Nietrudno stwierdziæ, ¿e dla n > 1 (co przy �� = 0
odpowiada³o zachowaniu dylatantnemu), model z �� > 0
prowadzi do b³êdnych wartoœci lepkoœci, gdy¿ lepkoœæ
maleje do –� dla �� > �o (za³o¿enie wzrostu lepkoœci), na-
tomiast roœnie do +� dla �� < �o (za³o¿enie spadku lep-
koœci) ze wzrostem szybkoœci œcinania.

Specyficzny przypadek równania Carreau-Yasudy
odpowiadaj¹cy wartoœci � = 1-n stanowi model Crossa-
-Williamsona opisuj¹cy tylko zachowanie pseudoplas-
tyczne.

Stê¿one roztwory polimerów i polimery stopione s¹
pseudoplastyczne (n < 1) i nie wykazuj¹ zwykle niezero-
wej górnej lepkoœci newtonowskiej, tzn. �� = 0 w równa-
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niu (1). W takim przypadku, dla ma³ych szybkoœci œcina-
nia lepkoœæ osi¹ga sta³¹ wartoœæ �o, podczas gdy dla dos-
tatecznie du¿ych szybkoœci œcinania jest ona opisywana
równaniem potêgowym postaci:
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Nachylenie krzywej lepkoœci zmieniaj¹ce siê monoto-
nicznie od 0 do (n-1) przedstawia wzór:
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Równanie Carreau-Yasudy w przypadku, zarówno
�� = 0, jak i �� > 0 zapewnia wprawdzie lepszy opis krzy-
wych lepkoœci w zakresie przejœciowym, jednak¿e jest
niezbyt poprawne teoretycznie, gdy¿ zak³ada zale¿noœæ
lepkoœci od dowolnych potêg szybkoœci œcinania w ca³ym
zakresie jej zmian (� jest dowoln¹ liczb¹ dodatni¹). Z ko-
lei mniej dok³adne równanie Carreau, odpowiadaj¹ce � =
2, które uzale¿nia lepkoœæ od drugiej — parzystej potêgi
szybkoœci œcinania, jest bardziej poprawne teoretycznie,
gdy¿ tak¹ zale¿noœæ przewiduj¹ ró¿ne fenomenologicz-
ne i molekularne teorie cieczy nienewtonowskich, w tym
teorie cieczy polimerowych. Z tego wzglêdu poszukiwa-
nie uogólnieñ równania Carreau, zapewniaj¹cych, przy
teoretycznej poprawnoœci dok³adniejszy opis krzywych
lepkoœci jest jak najbardziej uzasadnione. Niektóre
uogólnienia tego typu przedstawiono poni¿ej.

ANALIZA TEORETYCZNA

Uogólnieñ równania Carreau dokonano wychodz¹c
z modelu Carreau-Yasudy (1), pamiêtaj¹c, ¿e jego 3- lub
4-parametrowa wersja jest przypadkiem szczególnym mo-
delu (1) dla � = 2 i, odpowiednio przy �� = 0 b¹dŸ �� > 0.

Jedn¹ z mo¿liwoœci uogólnienia równania (1) jest za-
st¹pienie dwumianu w podstawie potêgi przez wielo-
mian odpowiednio wysokiego stopnia oraz stosowna
zmiana wyk³adnika potêgi, co prowadzi do nastêpuj¹ce-
go wyra¿enia:
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Nietrudno stwierdziæ, ¿e uogólnione równanie (4) po-
siada w³aœciwoœci podobne do w³aœciwoœci równania (1),
w szczególnoœci dla �� = 0 przewiduje istnienie zakresu
newtonowskiego i potêgowego [w równaniu (2) nale¿y
przyj¹æ � 
 �k], a tak¿e monotoniczny spadek (n < 1) b¹dŸ
wzrost (n > 1) nachylenia krzywej lepkoœci ze wzrostem
szybkoœci œcinania, opisywany wzorem podobnym do
wzoru (3). Obecnoœæ jednak dodatkowych cz³onów wie-
lomianu modyfikuje przebieg krzywej lepkoœci w obsza-
rze przejœciowym, pomiêdzy zakresem newtonowskim i
potêgowym.

Istotnym mankamentem równania (4) przy �� > 0 jest
fakt, ¿e podobnie jak model Carreau-Yasudy (1) przewi-
duje ono b³êdne wartoœci lepkoœci dla du¿ych szybkoœci
œcinania przy n > 1, z za³o¿enia odpowiadaj¹cych zacho-
waniu dylatantnemu, o czym wspominano ju¿ poprzed-
nio. Mankament ten mo¿na ³atwo usun¹æ wprowadzaj¹c

wartoœæ bezwzglêdn¹ w wyk³adniku potêgi we wzorze
(4). St¹d, dla �� > 0 otrzymuje siê:
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Dla n < 1 oraz �� < �o równanie (5) jest identyczne z
równaniem (4), podczas gdy, dla n > 1 i �� > �o, lepkoœæ
wzglêdn¹, jako funkcjê szybkoœci œcinania opisuje wyra-
¿enie ju¿ prawid³owo przewiduj¹ce wzrost lepkoœci do
okreœlonej wartoœci granicznej ��:
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Dla �� > 0 i � = 2 wzór (5) jest uogólnieniem 4-para-
metrowego modelu Carreau opisuj¹cego jednak dodat-
kowo w poprawny sposób zachowanie dylatantne.

Dla �� = 0 obowi¹zuje równanie (4), wartoœæ bez-
wzglêdna w wyk³adniku potêgi nie wystêpuje, dla � = 2
równanie to jest uogólnieniem 3-parametrowego modelu
Carreau.

Dla n < 1 oraz k = 1 i � = 1-n równanie (5) jest równo-
wa¿ne modelowi Crossa-Williamsona, a dla n < 1 oraz k =
2 i � = 1-n, modelowi typu Winogradowa-Ma³kina [2],
obu opisuj¹cych wy³¹cznie zachowanie pseudoplastycz-
ne.

Wydaje siê, ¿e dla � = 2 dobr¹ dok³adnoœæ opisu krzy-
wej lepkoœci w zakresie przejœciowym zapewnia ju¿ dru-
gie przybli¿enie, tzn. przyjêcie k = 2 (k = 1 odpowiada
równaniom Carreau), co prowadzi do 4-parametrowego
modelu dla �� = 0:
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lub 5-parametrowego modelu dla �� > 0:
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Na rys. 1 porównano przebieg krzywej lepkoœci
wzglêdnej ���o opisanej równaniem (1) dla � = 2 i równa-
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Rys. 1. Przebieg krzywych lepkoœci wzglêdnej �/�o: ���

równanie (1) dla � = 2, ———— równanie (7) dla �1 = 20 s, - �

- � - równanie (7) dla �1 = 50 s, � � � równanie (7) dla �1 =
100 s, �� = 0, n = 0,5, � = �2 = 5 s
Fig. 1. Course of relative viscosity curves �/�o: ��� equa-
tion (1) for � = 2, ———— equation (7) for �1 = 20 s, - � - � -
equation (7) for �1 = 50 s, � � � equation (7) for �1 = 100 s,
�� = 0, n = 0.5, � = �2 = 5 s



niem (7b), z za³o¿eniem dla obu równañ �� = 0, n = 0,5,
� 
 �2 = 5 s oraz ró¿nych wartoœci �1.

Wzrost wartoœci �1 powoduje wyraŸne sp³aszczenie
przebiegu krzywej lepkoœci w przejœciowym zakresie
szybkoœci œcinania (por. rys. 1), co eliminuje podstawowy
mankament klasycznego równania Carreau. Trzeba za-
znaczyæ, ¿e dla n < 1 przebieg krzywej lepkoœci okreœlonej
równaniem Carreau jest zbli¿ony do przebiegu krzywej
otrzymanej z równania (7) dla �1 = 0. Obie krzywe opisuje
ogólne równanie (8):
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przy czym, � = 2 oraz k = 1 dla równania Carreau, dla
równania (7b) natomiast � = 2 oraz k = 2.

Równanie (8) ma interesuj¹ce w³aœciwoœci graniczne
albowiem, dla k�� gdy ��� � 1— ciecz jest newtonowska,
tzn. � 
 �o, gdy natomiast ��� > 1 zachowanie opisuje rów-
nanie potêgowe (2). Jest to tzw. obciête równanie potêgo-
we (b¹dŸ tzw. model zredukowany) [2].

Równanie (1) mo¿na bezpoœrednio uogólniæ do posta-
ci typu (5) dla k = 2, zapisuj¹c go jako:
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Parametr � jest dowolny, gdy¿, jak widaæ, nie zmienia
wartoœci wyra¿enia (9). Dalsza modyfikacja tej zale¿noœci
polega na wprowadzeniu w miejsce � dwóch ró¿nych
sta³ych czasowych, w liczniku (t1) i mianowniku (t2),
zmieniaj¹cych ca³kowicie wagê parametru �. Najciekaw-
sze w³aœciwoœci tak zmodyfikowanego wyra¿enia otrzy-
muje siê przyjmuj¹c:
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gdzie: � — nowa sta³a materia³owa.
Po uwzglêdnieniu modyfikacji (5) dla �� > 0, otrzy-

muje siê nastêpuj¹cy model:
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Wyjœciowe równanie Carreau-Yasudy mo¿na trakto-
waæ jako przypadek graniczny równania (11) dla n < 1 i �
= 0. Dla � > 0 równanie (11) przewiduje zmiany przebiegu
krzywej lepkoœci, ze zmian¹ � w zakresie ma³ych szyb-
koœci œcinania, co umo¿liwia dobr¹ aproksymacjê krzy-
wych lepkoœci. Wzór (11) mo¿na traktowaæ jako specy-
ficzn¹ postaæ zale¿noœci (5) odpowiadaj¹c¹ k = 2 lub (7)
dla � = 2 przy �� 
 � i �1 = �(2cosh�)1/�. Tym samym zmia-
ny przebiegu funkcji lepkoœci ze zmian¹ � dla równania
(11) s¹ jakoœciowo identyczne z przedstawionymi na
rys. 1 (z tego wzglêdu nie bêd¹ przedstawiane graficz-
nie). Ogólnie mo¿na stwierdziæ, ¿e wzrost wartoœci para-
metru � powoduje wyraŸne sp³aszczenie przebiegu krzy-
wej lepkoœci w zakresie przejœciowym. Przez wprowa-

dzenie nowej sta³ej � model (11) mo¿na sprowadziæ do
prostszej postaci:
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Nietrudno zauwa¿yæ, ¿e w tym przypadku dla n < 1 i
� = 2 zale¿noœæ (12) tak¿e redukuje siê do wyjœciowego
modelu Carreau-Yasudy (1).

Procedurê umo¿liwiaj¹c¹ otrzymanie elementarnych
równañ Carreau lub Carreau-Yasudy, jako przypadków
szczególnych dla okreœlonych wartoœci parametrów, ³at-
wo uogólniæ dla równañ typu (5), zawieraj¹cych wielo-
miany wy¿szych stopni. Przyk³adem mo¿e byæ równ.
(13):
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W tym przypadku równie¿, przyjmuj¹c �1 = �2 = 3
otrzymuje siê równanie Carreau-Yasudy.

Dalszej modyfikacji poddaæ mo¿na te¿ równanie (4)
dla k = 2, zapisuj¹c go w postaci:
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Analiza zachowania funkcji (14) wskazuje na mo¿li-
woœæ uzyskania równania o ciekawych w³aœciwoœciach
w wyniku dzia³ania odjêcia wartoœci „1” w liczniku i
mianowniku u³amka po prawej stronie równania i wpro-
wadzenia sta³ych czasowych uzale¿nionych w odpo-
wiedni sposób od wyk³adnika potêgowego n:
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Nietrudno stwierdziæ, ¿e wyra¿enie (15) przewiduje
zachowanie newtonowskie dla n = 1 i pseudoplastyczne
dla n < 1. Sta³a lepkoœæ �o, tzn. zachowanie newtonows-
kie, wystêpuje tak¿e dla ma³ych szybkoœci œcinania. Przy
za³o¿eniu �� = 0, dla du¿ych szybkoœci œcinania, lepkoœæ
opisuje równanie potêgowe (2), przy czym � = �2. G³ów-
ny mankament tego równania zwi¹zany z opisem zacho-
wania dylatantnego dla n > 1 i �� > 0 jest taki sam jak w
przypadku równania (4). Równie ³atwo mo¿na go usu-
n¹æ wprowadzaj¹c nastêpuj¹c¹ modyfikacjê wzoru (15):
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Wyra¿enie (16) mo¿na te¿ otrzymaæ wychodz¹c bez-
poœrednio z równania (5), stanowi¹cego, zmodyfikowa-
ny pod k¹tem opisu zachowania dylatantnego, odpo-
wiednik równania (4).

Wzór (15) obowi¹zuje natomiast (tak¿e przy zacho-
waniu dylatantnym) w przypadku �� = 0.

Na rys. 2 przedstawiono przebieg krzywych lepkoœci
wzglêdnej �/�o opisanych równaniem (16), dla � = 2, ��
= 0, n = 0,5, �2 = 5 s i ró¿nych wartoœci �1. Jak widaæ, wzrost
wartoœci parametru �1 powoduje te¿ wyraŸne sp³aszcze-
nie przebiegu krzywej lepkoœci w zakresie przejœcio-
wym.
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Wzór (16) mo¿na tak¿e uogólniæ przez zastosowanie
wielomianów odpowiednio wysokiego stopnia. W ogól-
nym przypadku wzór ten ma nastêpuj¹c¹ postaæ:
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Wszystkie omówione modele mo¿na zaadaptowaæ do
opisu krzywych lepkoœci jako funkcji naprê¿enia œcina-
j¹cego. Ogólna procedura polega na zast¹pieniu wyjœcio-
wego równania przez jego odwrotnoœæ, szybkoœci œcina-
nia �� przez naprê¿enie œcinaj¹ce #, sta³ych czasowych �i

przez sta³e skaluj¹ce naprê¿enie 1/#i oraz sta³ej n przez jej
odwrotnoœæ m. Zmodyfikowane w taki sposób przyk³a-
dowo wyra¿enia (5) i (17), s¹ nastêpuj¹ce:

Przyjmuj¹c we wzorze (18), dla m > 1 wartoœci k = 1 i
� = m-1, jako przypadek szczególny, otrzymuje siê znany
model Ellisa [1] opisuj¹cy tylko zachowanie pseudoplas-
tyczne. Dla �� = 0 wartoœæ bezwzglêdna w wyk³adniku
potêgi we wzorze (18) nie wystêpuje, funkcja sgn(m-1) we
wzorze (19) jest natomiast równa jednoœci.

Odrêbnym zagadnieniem jest w³aœciwe odwzorowa-
nie kszta³tu krzywych lepkoœci cieczy z³o¿onych reolo-
gicznie, tj. takich, w których nastêpuje istotna zmiana
struktury wewnêtrznej w warunkach okreœlonych szyb-
koœci œcinania. Ciecze takie, np. polimery ciek³okrysta-
liczne i elastomery termoplastyczne o strukturze bloko-
wej, maj¹ zwykle z³o¿one krzywe p³yniêcia odznaczaj¹ce
siê istnieniem poœredniego plateau (zakresu ma³ych
zmian lepkoœci) przedzielonego obszarami du¿ego spad-

ku lepkoœci [5]. Czêsto mo¿na te¿ spotkaæ uk³ady, np. po-
limery z nape³niaczami o nieregularnym kszta³cie i stê-
¿one zawiesiny drobnych cz¹stek mineralnych lub poli-
merów, np. pasty PVC, wykazuj¹ce przy ma³ych szyb-
koœciach œcinania zachowanie pseudoplastyczne, przy
du¿ych zaœ zachowanie dylatantne [6]. Wczeœniej ju¿
zauwa¿ono [7, 8], ¿e krzywe lepkoœci tego typu mo¿na
przedstawiæ stosuj¹c model z³o¿ony, stanowi¹cy liniow¹
kombinacjê dwóch modeli typu Carreau, który dla �� = 0
ma postaæ:

(20)

gdzie: �o, a, �1, �2, n1, n2 — parametry tego uogólnionego
modelu.

Trzeba wspomnieæ, ¿e przytoczone prace [7, 8] roz-
patrywa³y jedynie przypadek zachowania pseudoplas-
tycznego ze stref¹ plateau, pomijaj¹c zachowanie pseudo-
plastyczno-dylatantne.

Na rysunku 3 przedstawiono krzywe lepkoœci obu
omówionych wy¿ej typów, które mo¿na opisaæ za pomo-
c¹ uogólnionego równania (20).

Nale¿y tu podkreœliæ, ¿e równanie (20) powsta³o na
podstawie 3-parametrowego modelu Carreau (dla �� = 0),
który dla �� > 0, prawid³owo opisuje zachowanie dylatant-
ne (n > 1), przewiduj¹c jednak nieograniczony wzrost lep-
koœci ze wzrostem szybkoœci œcinania, w odró¿nieniu od
zmodyfikowanego jak w równaniu (5), dla k = 1 i � = 2, mo-
delu 4-parametrowego, przewiduj¹cego istnienie lepkoœci
granicznej.

Wzór (20) mo¿na uogólniæ w wyniku u¿ycia innych
omówionych modyfikacji modelu Carreau-Yasudy (lub
Carreau). Zastosowanie jednej ze szczegó³owych postaci
równania (5), w kombinacji liniowej z innym w³aœciwie
dobranym równaniem, umo¿liwia istotne rozszerzenie
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Rys. 2. Przebieg krzywych lepkoœci wzglêdnej �/�o: ���

równanie (16) dla �1 = 0 s, ———- równanie (16) dla �1 = 20 s,
- � - � - równanie (16) dla �1 = 50 s, � � � równanie (16) dla �1 =
100 s, � = 2, �� = 0, n = 0,5, �2 = 5 s
Fig. 2. Course of relative viscosity curves �/�o: ��� equa-
tion (16) for �1 = 0 s, ———— equation (16) for �1 = 20 s, - � -
� - equation (16) for �1 = 50 s, � � � equation (16) for �1 = 100 s,
� = 2, �� = 0, n = 0.5, �2 = 5 s

0,01

0,1

1

10

0,001 0,01 0,1 1 10 100 1000

Szybkoœæ œcinania, 1/s

L
ep

k
o
œæ

w
zg

lê
d
n
a

Rys. 3. Lepkoœæ wzglêdna �/�o cieczy reologicznie z³o¿onych
wed³ug wzoru (21): ——— zachowanie pseudoplastyczno-dy-
latantne (a = 0,15; �1 = 70 s; �2 = 0,02 s; n1 = 0,2; n2 = 1,4), ��

zachowanie pseudoplastyczne ze stref¹ plateau (a = 0,10;
�1 = 70 s; �2 = 0,02 s; n1 = 0,2; n2 = 0,4)
Fig. 3. Relative viscosity �/�o of rheologically complex liquids
according to expression (21): ——— pseudoplastic – dilatant
behaviour (a = 0.15; �1 = 70 s; �2 = 0.02 s; n1 = 0.2; n2 = 1.4),
�� pseudoplastic behaviour with plateau region (a = 0.10;
�1 = 70 s; �2 = 0.02 s; n1 = 0.2; n2 = 0.4)
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mo¿liwoœci, w porównaniu z przedstawionymi na rys. 3,
opisu krzywych lepkoœci cieczy reologicznie z³o¿onych.
Z³o¿one modele typu (20) mo¿na te¿ w identyczny spo-
sób tworzyæ opieraj¹c siê na prostych modelach lepkoœci
jako funkcjach naprê¿enia œcinaj¹cego, opisanych równa-
niami (18) i (19).

Wydaje siê, ¿e niemal wszystkie typy krzywych lep-
koœci (tak¿e omówione wczeœniej) mo¿na przedstawiæ
stosuj¹c inne, uogólnienie równania Carreau-Yasudy (1)
o postaci:

(21)

Potencjalne mo¿liwoœci opisu krzywych lepkoœci za
pomoc¹ „wielomodowego” równania (21) wymagaj¹
dok³adniejszej analizy, ale ju¿ teraz mo¿na podaæ kilka
ogólnych w³aœciwoœci tego równania. Dla &i = 0 wzór (21)
przedstawia model cieczy newtonowskiej, dla 	i > 0 oraz
�kdi > �kni natomiast model cieczy pseudoplastycznej, dla
	i > 0 oraz �kdi < �kni model cieczy dylatantnej — oba mo-
dele z doln¹ i górn¹ granic¹ lepkoœci, gdzie górna granica
jest równa:

� �
�

�

&

� 

�

�
�
�

�

�
�
�'o

kni

kdii

i

(21a)

Mo¿liwoœci opisu dowolnych krzywych lepkoœci
tkwi¹ w doborze liczby mód, stopnia wielomianów w
liczniku i mianowniku mody (21) i doborze wartoœci sta-
³ych czasowych �jni oraz �jdi.

Nale¿y wspomnieæ, ¿e model wielomodowy, oparty
wy³¹cznie na trójparametrowym równaniu Carreau, by³
ju¿ wykorzystany przez Yasudê [9] do poprawy opisu
krzywych lepkoœci polimerów pseudoplastycznych za
pomoc¹ równania Carreau, w zakresie przejœciowym,
tzn. uzyskania podobnych efektów jak dla modelu Car-
reau-Yasudy lub modeli omawianych wczeœniej w tej
pracy. Model wielomodowy z³o¿ony z kilku mód o struk-
turze równania Carreau, w zastosowaniu do tego celu
jest jednak ma³o efektywny, gdy¿ wymaga wyznaczenia
znacznie wiêkszej liczby parametrów ni¿, np. modele
typu (1), (12) lub (16), stanowi¹ce dla �� = 0 tylko jedn¹
modê w równaniu (21), zawieraj¹c¹ jednak wielomian
wy¿szego stopnia ni¿ w równaiu Carreau.

We wszystkich omawianych przypadkach mo¿na te¿
uwzglêdniæ istnienie granicy p³yniêcia #p w wyniku
wprowadzenia w dowolnym równaniu lepkoœci dodat-
kowego sk³adnika # �p / �. Jako przyk³ad podaæ mo¿na mo-
del stanowi¹cy równanie Carreau z granic¹ p³yniêcia:

� �
�

#

�

�

��


 �

�
	

p o
n

�

( �)1 2
1

2

(22)

Równanie (22) przewiduje nieograniczony wzrost
lepkoœci ze spadkiem szybkoœci œcinania (przy ma³ych
szybkoœciach œcinania), typowy dla zachowania lepko-
plastycznego, czêsto wykazywany w przypadku stê¿o-
nych zawiesin drobnych cz¹stek w cieczach (tak¿e w po-
limerach).

WERYFIKACJA DOŒWIADCZALNA MODELI

W celu oceny dok³adnoœci opisu krzywych lepkoœci
rzeczywistych uk³adów polimerowych przez propono-
wane modele, porównano krzywe lepkoœci kilku przy-
k³adowych uk³adów wyznaczonych w ró¿nych bada-
niach w³asnych z krzywymi opisanymi za pomoc¹ mo-
deli. Parametry modeli dobrano na podstawie krzywych
doœwiadczalnych, wykorzystuj¹c typowe programy
komputerowe oparte na metodach regresji nieliniowej.

Na rys. 4 przedstawiono krzyw¹ lepkoœci mieszaniny
PE-LD/PP o równym udziale sk³adników, wyznaczone
w 190 °C oraz krzyw¹ przewidywan¹ 3-parametrowym
równaniem Carreau, [równanie (1)] przy za³o¿eniu �� = 0
i � = 2. Mieszaninê PE-LD/PP wybrano ze wzglêdu na to,

¿e jej krzyw¹ lepkoœci charakteryzuje bardzo szeroka
strefa przejœciowa pomiêdzy obszarem opisywanym
równaniem newtonowskim (ma³e szybkoœci œcinania) i
równaniem potêgowym (du¿e szybkoœci œcinania). Rysu-
nek 4 jednoznacznie potwierdza wspominany ju¿ fakt, ¿e
w takim przypadku równanie Carreau niezbyt dok³adnie
opisuje lepkoœæ na krañcach przedzia³u szybkoœci œcina-
nia, niedoszacowuje zw³aszcza lepkoœæ newtonowsk¹
[1]. By³a to, jak ju¿ wspominano, jedna z przyczyn wpro-
wadzenia modyfikacji Cerreau-Yasudy (1).

Jak ilustruje rys. 5 u¿ycie w³asnej modyfikacji, któr¹ w
tym przypadku stanowi³o równanie (12), jako jednej z
równowa¿nych, alternatywnych mo¿liwoœci, zapewnia
niemal idealny opis krzywej lepkoœci kompozycji
PE-LD/PP (por. rys. 4) w ca³ym zakresie szybkoœci œcina-
nia. Nale¿y zauwa¿yæ, ¿e sta³a n w wyk³adniku potêgi
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Rys. 4. Porównanie wyznaczonej doœwiadczalnie w 190 °C
krzywej lepkoœci mieszaniny PE-LD/PP (1:1) (punkty) z krzy-
w¹ opisywan¹ równaniem Carreau (1), dopasowan¹ metod¹
najmniejszych kwadratów � = 2, �� = 0, �� = 8040 Pa
s,
n = 0,23, � = 0,81 s
Fig. 4. Comparison of the viscosity curve of PE-LD/PP (1:1)
blend experimentally determined at 190 °C (points) with the
curve described by Carreau equation (1) fitted with the least
squares method � = 2, �� = 0, �o = 8040 Pa
s, n = 0.23,
� = 0.81 s
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jest w tym równaniu z regu³y wyraŸnie mniejsza ni¿
w równaniu Carreau.

Z rys. 6 wynika, ¿e zastosowanie „modyfikacji” rów-
nania Careau w postaci modelu (16), dla �� = 0 i � = 2, za-
pewnia opis krzywej lepkoœci uk³adu PE-LD/PP równie
dok³adny jak w przypadku u¿ycia równania (12). Zapi-
suj¹c ten model w postaci:

� �
� �

� �
� �� ��

� �� ��
� � .



� � 	

�

�
�
�

��

 
!
�1 12 1 4( �) ( �)

( �) ( �)

/n

n

n
n

"�

1

4

(23)

stwierdzono, ¿e parametry równania, zapewniaj¹ce naj-
lepszy opis krzywej lepkoœci, s¹ niemal identyczne jak
w równaniu (12), z wyj¹tkiem sta³ej czasowej �, która w

równaniu (23) jest dwa razy wiêksza. Przy tym za³o¿eniu
wykreœlono krzyw¹ (por. rys. 6). Wad¹ modelu (16) jest
jednak bardziej z³o¿ona struktura ni¿ modelu (12), który
w szczególnym przypadku � = 2 redukuje siê do modelu
Carreau.

Dla zademonstrowania mo¿liwoœci opisu bardziej
z³o¿onych krzywych lepkoœci za pomoc¹ wielomodowe-
go modelu (21), wykorzystano dane doœwiadczalne do-
tycz¹ce kompozycji skrobi plastyfikowanej gliceryn¹ (30
%) z niewielkim dodatkiem kwasu szczawiowego (1 %).
Jak wskazuj¹ pomiary uk³ad ten jest pseudoplastyczny,
jednak krzywa lepkoœci wykazuje plateau w zakresie poœ-
rednich szybkoœci œcinania, co jak wspominano jest doœæ
czêsto spotykane w systemach wykazuj¹cych zmiany
struktury stopu podczas przep³ywu. Do opisu krzywej
p³yniêcia u¿yto nastêpuj¹cej specyficznej, 2-modowej,
6-parametrowej postaci równania (21):
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(24)

Na rys. 7 porównano dane doœwiadczalne z krzyw¹
regresji wynikaj¹c¹ z równania (24). Nietrudno stwier-
dziæ, ¿e przy odpowiednim doborze parametrów krzywa
teoretyczna bardzo dobrze opisuje wyniki doœwiadczeñ.

Opieraj¹c siê na doœwiadczeniach w³asnych, z du¿ym
prawdopodobieñstwem mo¿na przyj¹æ, ¿e modele dwu-
modowe bêd¹ w wiêkszoœci przypadków wystarczaj¹ce
nie tylko do opisu krzywych lepkoœci z plateau lecz tak¿e
krzywych lepkoœci uk³adów wykazuj¹cych zachowanie
pseudoplastyczno-dylatantne oraz krzywych z niezero-
w¹ górn¹ lepkoœci¹ newtonowsk¹. W tym ostatnim przy-
padku mog¹ one stanowiæ alternatywê dla równania (5),
w którym �� > 0.
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Rys. 5. Porównanie wyznaczonej doœwiadczalnie w 190 °C
krzywej lepkoœci mieszaniny PE-LD/PP (1:1) (punkty) z krzy-
w¹ opisywan¹ równaniem (12), dopasowan¹ metod¹ najmniej-
szych kwadratów � = 2, �� = 0, �o = 10500 Pa·s, 	 = 0,02,
� = 0,46 s, � = 43,5
Fig. 5. Comparison of the viscosity curve of PE-LD/PP (1:1)
blend experimentally determined at 190 °C (points) with the
curve described by equation (12) fitted with the least squares
method � = 2, �� = 0, �o = 10500 Pa
s, n = 0.02, � = 0.46 s,
� = 43.5
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Rys. 6. Porównanie wyznaczonej doœwiadczalnie w 190 °C
krzywej lepkoœci mieszaniny PE-LD/PP (1:1) (punkty) z krzy-
w¹ opisywan¹ równaniem (23), dopasowan¹ metod¹ najmniej-
szych kwadratów �o = 10500 Pa·s, n = 0,02, � = 0,92 s, � = 43,5
Fig. 6. Comparison of the viscosity curve of PE-LD/PP (1:1)
blend experimentally determined at 190 °C (points) with the
curve described by equation (23) fitted with the least squares
method �o = 10500 Pa·s, n = 0.02, � = 0.92 s, � = 43.5
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Rys. 7. Porównanie wyznaczonej doœwiadczalnie w temp.
130 °C krzywej lepkoœci uk³adu skrobia/gliceryna/kwas szcza-
wiowy (punkty) z krzyw¹ opisywan¹ równaniem (24), dopaso-
wan¹ metod¹ najmniejszych kwadratów �o = 34140 Pa·s,
µ = 0,83, 	 = 3,00, �1 = 1,25 s, �2 = 5,87 s, �3 = 7,00 s
Fig. 7. Comparison of the viscosity curve of starch/glycerol/o-
xalic acid system experimentally determined at 130 °C (points)
with the curve described by equation (24) fitted with the least
squares method �o = 34140 Pa·s, µ = 0.83, 	 = 3.00, �1 = 1.25 s,
�2 = 5.87 s, �3 = 7.00 s



PODSUMOWANIE

Omówione metody modyfikacji i uogólnienia modelu
Carreau-Yasudy, zw³aszcza w przypadku szczególnym �
= 2, odpowiadaj¹cym poprawnemu teoretycznie a rów-
noczeœnie prostemu 3- lub 4-parametrowemu równaniu
Carreau, pozwalaj¹ na uzyskanie ró¿nych modeli wielo-
parametrowych, które nie budz¹c zastrze¿eñ teoretycz-
nych umo¿liwiaj¹ poprawne odwzorowanie przebiegu
krzywych lepkoœci jako funkcji szybkoœci œcinania w za-
kresie przejœciowym pomiêdzy obszarem newtonow-
skim i potêgowym. Mo¿liwe jest te¿ sformu³owanie
poprawnych „modeli odwrotnych”, uzale¿niaj¹cych lep-
koœæ od naprê¿enia œcinaj¹cego. Ponadto, poprzez linio-
w¹ kombinacjê dwóch lub wiêcej modeli prostych oraz
odpowiedni¹ definicjê górnej granicy lepkoœci (jeœli ist-
nieje), mo¿na otrzymaæ modele z³o¿one o wiêkszej licz-
bie parametrów, iloœciowo opisuj¹ce krzywe lepkoœci cie-
czy reologicznie z³o¿onych, charakteryzuj¹cych siê ró¿-
nym zachowaniem w ró¿nych zakresach szybkoœci œcina-
nia b¹dŸ naprê¿enia œcinaj¹cego, np. pseudoplastycz-
no-dylatantnym z górn¹ granic¹ lub bez górnej granicy
lepkoœci. Pokazano te¿ mo¿liwoœæ innego uogólnienia
równania Carreau-Yasudy (Carreau) do postaci wielo-
modowej, opisuj¹cej potencjalnie wszystkie typy krzy-
wych lepkoœci. Na wybranych przyk³adach pokazano
efektywnoœæ i dok³adnoœæ opisu wyznaczonych do-
œwiadczalnie krzywych lepkoœci przez proponowane
nowe modele.
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